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RESUMO
O uso de ferramentas computacionais de simulac¸a˜o em robo´tica vem cres-
cendo, como por exemplo, em etapas de projeto e de ana´lise. Nesse contexto,
foi desenvolvido pelo Laborato´rio de Robo´tica Raul Guenther da Universi-
dade Federal de Santa Catarina um framework computacional de ana´lise ci-
nema´tica para mecanismos, chamado KAST (Kinematic Analysis by Screw
Theory). Este trabalho tem como objetivo expandir o KAST desenvolvendo
um mo´dulo de software que contemple a ana´lise esta´tica para mecanismos.
Com o framework expandido, sera´ possı´vel realizar a ana´lise esta´tica de me-
canismos, usando modelagem via helicoides. O mo´dulo permite a inclusa˜o de
forc¸as externas como a forc¸a gravitacional de cada elo, bem como o contato
com o meio. O mo´dulo desenvolvido baseia-se no me´todo de Davies tendo
como base a teoria de helicoides para permitir a modelagem e as operac¸o˜es
da ana´lise esta´tica. Neste trabalho apresenta-se a fundamentac¸a˜o teo´rica ne-
cessa´ria para a ana´lise esta´tica via helicoides, faz-se uma revisa˜o da modela-
gem esta´tica para mecanismos e apresentam-se os aspectos construtivos desse
mo´dulo e sua incorporac¸a˜o ao KAST. Estudos preliminares foram desenvol-
vidos para validac¸a˜o do mo´dulo, onde exemplos dida´ticos foram implementa-
dos. O resultado principal compreende a aplicac¸a˜o do framework expandido
na ana´lise esta´tica de um roboˆ industrial paralelo, o ABB IRB360, conhecido
como FlexPickerTM. A ana´lise desenvolvida com o KAST expandido per-
mitiu um estudo completo das forc¸as e momentos nas juntas do roboˆ. Essa
ana´lise foi realizada sobre trajeto´rias programadas dentro do volume de tra-
balho do roboˆ. Ao final do trabalho, sa˜o apresentados gra´ficos de forc¸as sobre
trajeto´rias, demonstrando assim o potencial do mo´dulo desenvolvido.
Palavras-chave: Ana´lise esta´tica. Modelagem de roboˆs. Roboˆs paralelos.
Me´todo de Davies. Teoria de helicoides.

ABSTRACT
The use of computational tools for robotic simulation is growing, eg., at de-
sign and analysis stages. Within this context, it was developed at the La-
boratory of Robotics at Federal University of Santa Catarina a computatio-
nal framework for mechanisms kinematic analysis, named KAST (Kinematic
Analysis by Screw Theory). This work main objective is to expand the KAST
by developing a software module that perform the mechanisms static analysis.
With the expanded framework, it will be possible to realize mechanisms static
analysis through screw theory. The module allows the inclusion of external
forces such as gravitational force of each link and environmental contact. The
developed module is based on Davies Method through screw theory to permit
the modelling and static analysis operations. This work presents the theore-
tical tools needed to perform static analysis by screw theory. It also describe
the constructive aspects of the developed module and its incorporation to the
KAST. Preliminary studies were developed to validate the developed module,
one didactic example was implemented. The main result consist the expanded
framework application for the static analysis of a industrial parallel robot, the
ABB IRB360, also known as FlexPickerTM. The analysis performed with the
expanded KAST allowed a full range study of forces and moment of forces
applied at the robot joints. This analysis was performed over programmed
trajectories within the robot workspace. At the end of this work, the graphics
of the forces over trajectories are shown, illustrating the developed module
potential.




Figura 1 Representac¸a˜o de um helicoide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Figura 2 Estrutura cinema´tica e grafo equivalente de um mecanismo de
6 barras. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Figura 3 Representac¸a˜o por grafos de uma junta prisma´tica na cinema´tica
e na esta´tica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
Figura 4 Representac¸a˜o por grafos de uma junta prisma´tica atuada na
esta´tica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
Figura 5 Diagrama de classes do framework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
Figura 6 Representac¸a˜o esquema´tica (Adaptado de Hibbeler (1999)) . . 55
Figura 7 Rede de acoplamentos do exemplo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
Figura 8 Grafo de acoplamentos do exemplo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
Figura 9 Foto do IRB 360 FlexPickerTM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
Figura 10 Vista superior do FlexPickerTM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
Figura 11 Representac¸a˜o esquema´tica da perna i do FlexPickerTM na
posic¸a˜o de refereˆncia adotada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
Figura 12 Rede de acoplamentos do FlexPickerTM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
Figura 13 Grafo de acoplamentos do FlexPickerTM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
Figura 14 Espac¸o de trabalho do FlexPickerTM (Adaptado de ABB (2008)) 71
Figura 15 Trajeto´ria circular descrita pelo ponto central da plataforma
mo´vel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Figura 16 Aˆngulo de giro θA0 da junta A para a perna 0 . . . . . . . . . . . . . . . 72
Figura 17 Aˆngulo de giro θA1 da junta A para a perna 1 . . . . . . . . . . . . . . . 73
Figura 18 Aˆngulo de giro θA2 da junta A para a perna 2 . . . . . . . . . . . . . . . 73
Figura 19 Torque τAi na junta A para a perna i, aplicando F1 no efetuador
final com R = 200 mm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
Figura 20 Torque τAi na junta A para a perna i, aplicando F1 no efetuador
final com R = 400 mm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
Figura 21 Torque τAi em func¸a˜o da posic¸a˜o (x,y) na junta A para a perna
i, aplicando F1 no efetuador final com R = 200 mm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
Figura 22 Torque τAi em func¸a˜o da posic¸a˜o (x,y) na junta A para a perna
i, aplicando F1 no efetuador final com R = 400 mm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
Figura 23 Torque τAi na junta A para a perna i, aplicando F2 no efetuador
final com R = 200 mm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
Figura 24 Torque τAi na junta A para a perna i, aplicando F2 no efetuador
final com R = 400 mm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
Figura 25 Torque τAi em func¸a˜o da posic¸a˜o (x,y) na junta A para a perna
i, aplicando F1 no efetuador final com R = 200 mm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
Figura 26 Torque τAi em func¸a˜o da posic¸a˜o (x,y) na junta A para a perna
i, aplicando F1 no efetuador final com R = 400 mm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
Figura 27 Trajeto´ria linear descrita pelo ponto central da plataforma mo´vel 78
Figura 28 Aˆngulo de giro θA0 da junta A para a perna 0 . . . . . . . . . . . . . . . 79
Figura 29 Aˆngulo de giro θA1 da junta A para a perna 1 . . . . . . . . . . . . . . . 79
Figura 30 Aˆngulo de giro θA2 da junta A para a perna 2 . . . . . . . . . . . . . . . 80
Figura 31 Torque τAi na junta A para perna i, aplicando F1 no efetuador
final . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
Figura 32 Torque τAi na junta A para a perna i, aplicando F2 no efetuador
final . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
Figura 33 Forc¸a resultante na junta A0 para a perna 0 no eixo x . . . . . . . . 91
Figura 34 Forc¸a resultante na junta A0 para a perna 0 no eixo y . . . . . . . . 92
Figura 35 Forc¸a resultante na junta A0 para a perna 0 no eixo z . . . . . . . . 92
Figura 36 Momento resultante na junta A0 para a perna 0 no eixo x . . . . . 93
Figura 37 Torque gerado no acionamento da junta A0 para a perna 0 . . . . 93
Figura 38 Momento resultante na junta A0 para a perna 0 no eixo z . . . . . 94
Figura 39 Forc¸a resultante na junta B0 para a perna 0 no eixo x . . . . . . . . 94
Figura 40 Forc¸a resultante na junta B0 para a perna 0 no eixo y . . . . . . . . 95
Figura 41 Forc¸a resultante na junta B0 para a perna 0 no eixo z . . . . . . . . 95
Figura 42 Momento resultante na junta B0 para a perna 0 no eixo x . . . . . 96
Figura 43 Momento resultante na junta B0 para a perna 0 no eixo z . . . . . 96
Figura 44 Forc¸a resultante na junta C10 para a perna 0 no eixo x . . . . . . . . 97
Figura 45 Forc¸a resultante na junta C10 para a perna 0 no eixo y . . . . . . . . 97
Figura 46 Forc¸a resultante na junta C10 para a perna 0 no eixo z . . . . . . . . 98
Figura 47 Momento resultante na junta C10 para a perna 0 no eixo x . . . . 98
Figura 48 Momento resultante na junta C10 para a perna 0 no eixo y . . . . 99
Figura 49 Forc¸a resultante na junta C20 para a perna 0 no eixo x . . . . . . . . 99
Figura 50 Forc¸a resultante na junta C20 para a perna 0 no eixo y . . . . . . . . 100
Figura 51 Forc¸a resultante na junta C20 para a perna 0 no eixo z . . . . . . . . 100
Figura 52 Momento resultante na junta C20 para a perna 0 no eixo x . . . . 101
Figura 53 Momento resultante na junta C20 para a perna 0 no eixo z . . . . 101
Figura 54 Forc¸a resultante na junta D10 para a perna 0 no eixo x . . . . . . . 102
Figura 55 Forc¸a resultante na junta D10 para a perna 0 no eixo y . . . . . . . 102
Figura 56 Forc¸a resultante na junta D10 para a perna 0 no eixo z . . . . . . . 103
Figura 57 Forc¸a resultante na junta D20 para a perna 0 no eixo x . . . . . . . 103
Figura 58 Forc¸a resultante na junta D20 para a perna 0 no eixo y . . . . . . . 104
Figura 59 Forc¸a resultante na junta D20 para a perna 0 no eixo z . . . . . . . 104

LISTA DE TABELAS
Tabela 1 Passo h para cinema´tica diferencial e esta´tica (CAZANGI,
2008). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Tabela 2 Comparac¸a˜o de resultados da esta´tica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
Tabela 3 Aˆngulo ϕ de cada perna do FlexPickerTM . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
Tabela 4 Descritivo das juntas para perna i, seus tipos e varia´veis asso-
ciadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
Tabela 5 Trajeto´ria da plataforma mo´vel do FlexPickerTM . . . . . . . . . . . . 78

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS
LRRG Laborato´rio de Robo´tica Raul Guenther . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
UFSC Universidade Federal de Santa Catarina . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
GPL General Public License . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
GNU GNU is Not Unix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
OpenRAVE Open Robotics Automation Virtual Environment . . . . . . . . . . 29
v-rep Virtual Robot Experimentation Platform . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
KAST Kinematic Analysis by Screw Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
STF Screw Theory Framework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

LISTA DE SI´MBOLOS
$ Helicoide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~s Vetor direc¸a˜o do eixo do helicoide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~S0 Vetor posic¸a˜o de um ponto do helicoide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
h Passo do helicoide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
$M Heligiro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~ω Velocidade angular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~v Velocidade linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~M0 Momento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~F Forc¸a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
$A Heliforc¸a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[MD]λ×F Matriz dos movimentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λ Ordem do sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
F Grau de liberdade bruto da rede de acoplamento . . . . . . . . . . . . .
$Mi Heligiro da junta i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[MˆD]λ×F Matriz dos movimentos unita´rios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[~Φ]F×1 Vetor das magnitudes dos movimentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
$ˆMi Heligiro normalizado da junta i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕi Magnitude do heligiro i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[AD]λ×C Matriz das ac¸o˜es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C Grau de restric¸a˜o bruto da rede de acoplamento . . . . . . . . . . . . . .
$Ai Heliforc¸a da junta i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[AˆD]λ×C Matriz das ac¸o˜es unita´rias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[~Ψ]C×1 Vetor das magnitudes das ac¸o˜es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
$ˆAi Heliforc¸a normalizada da junta i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ψi Magnitude da heliforc¸a i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0xyz Sistema inercial de coordenadas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
GC Grafo de acoplamentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[IC]n×e Matriz de incideˆncia do grafo de acoplamentos . . . . . . . . . . . . . .
[QC]k×e Matriz dos cortes-f do grafo de acoplamentos . . . . . . . . . . . . . . .
cp Restric¸o˜es unita´rias de forc¸as passivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ca Restric¸o˜es unita´rias de forc¸as ativas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
GA Grafo das ac¸o˜es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[QA]k×C Matriz dos cortes-f do grafo das ac¸o˜es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[AˆN ]a×a Matriz das ac¸o˜es unita´rias em rede . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[ANS]a×a Matriz das ac¸o˜es unita´rias em rede das varia´veis secunda´rias . .
FN Grau de liberdade lı´quido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a Posto da matriz das ac¸o˜es unita´rias em rede . . . . . . . . . . . . . . . . .
CN Grau de restric¸a˜o lı´quido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[ΨP] Vetor das magnitudes das ac¸o˜es das varia´veis prima´rias . . . . . . .
[ΨS] Vetor das magnitudes das ac¸o˜es das varia´veis secunda´rias . . . .
SUMA´RIO
1 INTRODUC¸A˜O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.1 OBJETIVOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.1.1 Objetivos especı´ficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.2 MOTIVAC¸A˜O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.3 ORGANIZAC¸A˜O DA DISSERTAC¸A˜O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2 REVISA˜O BIBLIOGRA´FICA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.1 TERMINOLOGIA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.2 TEORIA DOS HELICOIDES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.2.1 Helicoides na cinema´tica diferencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.2.2 Helicoides na esta´tica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.3 TEORIA DE GRAFOS APLICADA A MECANISMOS . . . . . . . . 38
2.4 ME´TODO DE DAVIES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.4.1 Leis de Kirchhoff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.4.2 Ana´lise esta´tica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.5 CADEIAS VIRTUAIS DE ASSUR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.6 FERRAMENTA COMPUTACIONAL PARA MODELAGEM DE
CADEIAS CINEMA´TICAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.7 CONSIDERAC¸O˜ES FINAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3 DESENVOLVIMENTO DE UM MO´DULO PARA MODELA-
GEM ESTA´TICA DE MECANISMOS E ROBOˆS . . . . . . . . . . . . . 51
3.1 MODELAGEM DA FERRAMENTA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.2 DETALHAMENTO DAS MODIFICAC¸O˜ES . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.3 EXEMPLO DE APLICAC¸A˜O DO STF. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.4 CONSIDERAC¸O˜ES FINAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4 ANA´LISE ESTA´TICA DE UM ROBOˆ PARALELO ESPACIAL
DO TIPO DELTA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.1 MODELAGEM ESTA´TICA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.2 ANA´LISE ESTA´TICA NO ESPAC¸O DE TRABALHO . . . . . . . . . 70
4.2.1 Experimento com trajeto´ria circular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.2.2 Experimento com trajeto´ria linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
4.3 CONSIDERAC¸O˜ES FINAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
5 CONCLUSA˜O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.1 TRABALHOS FUTUROS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
Refereˆncias Bibliogra´ficas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
APEˆNDICE A -- Resultados completos para uma perna do modelo
do roboˆ do tipo Delta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91




A robo´tica industrial tem sua pesquisa focada basicamente nas a´reas
da cinema´tica, esta´tica, dinaˆmica e controle (SCIAVICCO; SICILIANO, 2004).
No LRRG (Laborato´rio de Robo´tica Raul Guenther) da UFSC (Universidade
Federal de Santa Catarina) desenvolvem-se pesquisas em nı´vel de graduac¸a˜o
e po´s-graduac¸a˜o nessas a´reas. Dentre essas pesquisas destacam-se os estu-
dos e desenvolvimentos em esta´tica para roboˆs (CAZANGI, 2008; ERTHAL,
2010; CRUZ, 2010; WEIHMANN, 2011; MEJIA, 2012).
A esta´tica e´ a a´rea da fı´sica que estuda sistemas onde a ac¸a˜o de forc¸as
e momentos se equilibram. Na robo´tica, a ana´lise esta´tica e´ importante para
determinar a qualidade da transmissa˜o das forc¸as e momentos pelos acopla-
mentos de um roboˆ (TSAI, 1999).
Trabalhos recentes no LRRG tiveram como resultado o desenvolvi-
mento de uma ferramenta computacional para simulac¸a˜o e analise cinema´tica
para roboˆs, o KAST (Kinematic Analysis by Screw Theory) (ROCHA, 2012).
O presente trabalho tem como foco contribuir para o problema da ana´lise
esta´tica de mecanismos e roboˆs. Para isso sera˜o desenvolvidos novos mo´dulos
para o KAST e a aplicac¸a˜o desses mo´dulos em problemas de esta´tica para ma-
nipuladores e roboˆs.
Existem diversos me´todos para o ca´lculo de esta´tica de mecanismos e
roboˆs, tais como o me´todo vetorial, vetores duais e quate´rnios duais, me´todo
de Davies utilizando helicoides e o princı´pio do trabalho virtual (WEIH-
MANN, 2011). Neste trabalho sera´ apresentado e utilizado teoria de heli-
coides e me´todo de Davies por sua praticidade na descric¸a˜o de cadeias ci-
nema´ticas complexas e no tratamento de um sistema de forc¸as que age sobre
um mecanismo.
Visando contribuir ainda mais para a comunidade cientı´fica na a´rea da
robo´tica, o KAST e os mo´dulos tratados neste trabalho possuem a licenc¸a
de software livre GNU GPL (GNU General Public License). Esse tipo de
licenciamento de software auxilia o desenvolvimento de novas tecnologias,
sendo que qualquer pessoa pode contribuir com novas funcionalidades.
Atualmente, o uso de ferramentas computacionais de simulac¸a˜o em
robo´tica vem crescendo, como por exemplo, em etapas de projeto e de ana´lise.
Para simulac¸a˜o de roboˆs existem algumas ferramentas que possuem licenc¸a
de software livre, tais como o OpenRAVE (Open Robotics Automation Virtual
Environment), o Gazebo, o v-rep (Virtual Robot Experimentation Platform) e
o ja´ mencionado KAST.
O OpenRAVE disponibiliza um ambiente para testar e desenvolver al-
goritmos para planejamento de trajeto´ria, com seu foco principal a simulac¸a˜o
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e a ana´lise cinema´tica (DIANKOV, 2010, 2013). O Gazebo possui as funcio-
nalidades de simular a dinaˆmica de roboˆs, ale´m de ser possı´vel incluir senso-
res nos mesmos ale´m de implementar um controlador. Este ainda tem um am-
biente gra´fico para construc¸a˜o de modelos e simulac¸o˜es (Open Source Robo-
tics Foundation, 2013). O v-rep disponibiliza, ale´m das funcionalidades dos
outros dois softwares, dinaˆmica de partı´culas, uma interface de programac¸a˜o
local e remota, detecc¸a˜o de colisa˜o entre elementos da simulac¸a˜o e um modo
para edic¸a˜o dos modelos tridimensionais integrado (Coppelia Robotics, 2013).
O KAST e´ uma ferramenta computacional em estado inicial de desenvolvi-
mento dentro da UFSC, que foi idealizado para ser modular e extensı´vel. Ate´
o momento, o KAST possui um mo´dulo para ana´lise cinema´tica de roboˆs
utilizando teoria de helicoides, um mo´dulo para gerac¸a˜o de trajeto´rias e um
framework adicional para planejamento de movimento dentro de um contexto
(ROCHA, 2012).
Nenhuma das ferramentas computacionais pesquisadas permite a ana´li-
se de esta´tica de manipuladores e roboˆs. Com o acre´scimo da esta´tica no
KAST sera´ possı´vel calcular as forc¸as e momentos em todos os acoplamentos
do mecanismo ou roboˆ. A esta´tica pode auxiliar em etapas de projeto, como
o dimensionamento dos elos e rolamentos, assim como a escolha apropriada
dos atuadores (TSAI, 1999).
Law e Kelton (2000) citam algumas vantagens com a utilizac¸a˜o de
simulac¸a˜o computacional, entre as vantagens esta˜o:
• Sistemas complexos que contenham elementos na˜o determinı´sticos di-
fı´ceis de serem tratados de maneira correta por te´cnicas analı´ticas po-
dem ser, na maioria das vezes, estudados via simulac¸a˜o;
• Fornece um melhor controle sobre as condic¸o˜es experimentais do que
seria possı´vel na experimentac¸a˜o no sistema real;
• Permite interac¸o˜es e experimentac¸a˜o;
• Permite replicac¸a˜o precisa dos experimentos, podendo-se testar cena´rios
para o sistema;
• Permite simular longos perı´odos em um tempo reduzido;
• Em geral, e´ mais econoˆmico financeiramente do que testar o sistema
real.
Como desvantagens para a simulac¸a˜o computacional de sistemas, Law
e Kelton (2000) apresentam:
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• A simulac¸a˜o e´ dependente da validade do modelo desenvolvido. Se o
modelo criado na˜o representa corretamente o sistema ou se os dados
de entrada na˜o sa˜o confia´veis, os resultados podem ser incorretos, na˜o
apresentando uma soluc¸a˜o para o problema;
• A te´cnica da simulac¸a˜o considera somente as alternativas dadas pelo
usua´rio, deixando outras soluc¸o˜es fora do estudo;
• Um estudo de simulac¸a˜o pode se tornar demorado e consumir recursos
elevados.
A despeito das desvantagens apresentadas, pode-se observar que a
simulac¸a˜o para ana´lise de sistemas robo´ticos e´ vantajosa. Isto justifica a sua
utilizac¸a˜o para ana´lise de sistemas no contexto deste trabalho.
1.1 OBJETIVOS
Este trabalho tem por objetivo geral contribuir no desenvolvimento de
um conjunto de ferramentas computacionais para modelagem e ana´lise do
problema de esta´tica para mecanismos e roboˆs.
1.1.1 Objetivos especı´ficos
1. Implementar um mo´dulo computacional, para o framework KAST, para
modelagem esta´tica baseada na teoria dos helicoides e no me´todo de
Davies para qualquer roboˆ ou mecanismo;
2. Validar a ferramenta em aplicac¸o˜es dida´ticas;
3. Modelar um roboˆ do tipo Delta e sua aplicac¸a˜o na ferramenta; e
4. Avaliar o comportamento esta´tico no espac¸o de trabalho do roboˆ.
1.2 MOTIVAC¸A˜O
Com o framework KAST desenvolvido em Rocha (2012) e´ possı´vel
descrever cadeias cinema´ticas complexas de forma simples e completa. Ini-
cialmente, a ferramenta foi desenvolvida apenas para a ana´lise cinema´tica,
pore´m ela foi concebida para ser modular e extensı´vel. A partir do KAST
e de outros trabalhos que contemplam esta´tica de manipulador (CAZANGI,
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2008; WEIHMANN, 2011; MEJIA, 2012), identificou-se que o framework
poderia ser complementado com um mo´dulo para ana´lise esta´tica.
A inclusa˜o desse mo´dulo para ana´lise esta´tica permitira´ que pesquisas
em mecanismos e roboˆs, com resultados consistentes e corretos de acordo
com os objetivos de cada trabalho, sejam facilitadas. Com a utilizac¸a˜o do
mo´dulo na˜o e´ necessa´rio reimplementar o me´todo de Davies a cada simulac¸a˜o,
sendo que apenas e´ necessa´ria a definic¸a˜o das caracterı´sticas cinema´ticas do
mecanismo/roboˆ, conforme definido em Rocha (2012), e as caracterı´sticas
esta´ticas do mecanismo/roboˆ, conforme sera´ apresentado no Capı´tulo 3 deste
trabalho.
1.3 ORGANIZAC¸A˜O DA DISSERTAC¸A˜O
Esta dissertac¸a˜o esta´ organizada em cinco capı´tulos, incluindo a Intro-
duc¸a˜o, como Capı´tulo 1.
O Capı´tulo 2 apresenta uma revisa˜o bibliogra´fica sobre teoria dos he-
licoides, teoria de grafos, me´todo de Davies, cadeias virtuais de Assur, ale´m
do framework KAST. As reviso˜es de cada um destes temas foi feita direci-
onada para a utilizac¸a˜o neste trabalho, ou seja, focando na modelagem de
mecanismos e ana´lise esta´tica de mecanismos.
No Capı´tulo 3 e´ desenvolvido o mo´dulo proposto neste trabalho. Este
capı´tulo apresenta as modificac¸o˜es que foram necessa´rias na ferramenta uti-
lizada como base, ale´m da documentac¸a˜o do mo´dulo e sua validac¸a˜o em
aplicac¸o˜es dida´ticas.
No Capı´tulo 4 e´ realizada a modelagem esta´tica de um roboˆ espacial
paralelo com quatro graus de liberdade. Trata-se de um roboˆ comercial dis-
ponı´vel no LRRG da Universidade Federal de Santa Catarina, o IRB 360
FlexPickerTM desenvolvido pela ABB Robotics. Com esse modelo desenvol-
vido, utilizando teoria dos helicoides e me´todo de Davies, e´ feita sua ana´lise
esta´tica no espac¸o de trabalho.
No Capı´tulo 5 sa˜o discutidas as concluso˜es deste trabalho e perspecti-
vas de trabalhos futuros.
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2 REVISA˜O BIBLIOGRA´FICA
O me´todo de Davies permite analisar o comportamento cinema´tico e
esta´tico de uma cadeia cinema´tica fechada. A metodologia se baseia na teoria
de grafos, nas leis de Kirchhoff e na teoria dos helicoides.
Neste capı´tulo e´ apresentada uma revisa˜o sobre as ferramentas ne-
cessa´rias para a utilizac¸a˜o do me´todo, assim como o pro´prio me´todo aplicado
a cinema´tica e esta´tica.
Os efeitos dinaˆmicos gerados por acelerac¸o˜es, ine´rcias, forc¸a gravita-
cional, entre outros, sa˜o desconsiderados, tratando-se apenas da cinema´tica
instantaˆnea e da esta´tica de mecanismos formados por corpos rı´gidos.
Tambe´m e´ apresentado o o me´todo desenvolvido em Cazangi (2008)
para ana´lise esta´tica, devido a`s suas contribuic¸o˜es na forma de aplicac¸a˜o do
me´todo, que visa facilitar a sua implementac¸a˜o computacional.
A ferramenta computacional desenvolvida em Rocha (2012), utilizada
como base para a implementac¸a˜o do mo´dulo computacional proposto, e´ apre-
sentada de maneira geral, deixando claro o potencial grac¸as a sua extensibili-
dade.
2.1 TERMINOLOGIA
No estudo de mecanismos e roboˆs alguns termos sa˜o usualmente em-
pregados e sera˜o utilizados ao longo do texto deste trabalho. Essas nomen-
claturas sa˜o definidas em Davies (1995) e surgem em outros trabalhos rela-
cionados. Uma definic¸a˜o de termos importantes para o entendimento deste
trabalho e´ apresentada a seguir:
Acoplamento: E´ o meio pelo qual as ac¸o˜es sa˜o transmitidas entre os corpos,
podendo permitir movimento relativo entre estes corpos.
Juntas: Sa˜o acoplamentos que permitem no mı´nimo um grau de liberdade e
a realizac¸a˜o fı´sica de um par cinema´tico.
Rede de acoplamentos: Uma rede de acoplamentos e´ formada por elos e
seus acoplamentos. Quando na˜o existe a possibilidade de movimento
relativo entre os elos, a rede de acoplamentos e´ considerada uma es-
trutura. Se existe a possibilidade de movimento relativo entre os elos,
enta˜o a rede de acoplamentos e´ considerada uma cadeia cinema´tica.
Cadeia cinema´tica: Pode ser definida como um conjunto de elos conectados
atrave´s de juntas.
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Movimento: na ana´lise cinema´tica representa velocidades angulares e velo-
cidades lineares entre os elos de uma cadeia cinema´tica.
Ac¸a˜o: na ana´lise esta´tica representa forc¸as e momentos que ocorre devido a
interac¸a˜o entre os elos de uma cadeia cinema´tica.
Mecanismo: Um mecanismo e´ constituı´do ao se definir um dos elos da ca-
deia cinema´tica como sendo o elo da base, fixo a um referencial. Ao
definir quais juntas do mecanismo sa˜o acionadas por um atuador, tem-
se um mecanismo atuado.
Manipulador: Quando um dos elos ou um ponto de um elo do mecanismo e´
definido como sendo o efetuador final, o mecanismo atuado passa a ser
chamado de manipulador.
Roboˆ: Este termo e´ bastante abrangente e possui a definic¸a˜o pela ISO 8373
(ISO Standard, 1994). De forma geral, roboˆs sa˜o ma´quinas repro-
grama´veis e flexı´veis em relac¸a˜o a`s suas aplicac¸o˜es. Existem diver-
sos tipos de roboˆs, entre eles: roboˆs industriais, roboˆs paralelos, roboˆs
mo´veis, roboˆs subaqua´ticos, roboˆs espaciais e roboˆs ciru´rgicos.
2.2 TEORIA DOS HELICOIDES
Com a teoria dos helicoides e´ possı´vel representar, instantaneamente,
o estado de movimentos e de ac¸o˜es, ou seja, a cinema´tica e a esta´tica de
corpos rı´gidos no espac¸o. Essa teoria esta´ baseada em no teorema de Poinsot
e no teorema de Mozzi-Chasles (BALL, 1900).
De acordo com o teorema de Poinsot, qualquer sistema de forc¸as em
um determinado corpo rı´gido, pode ser substituı´do por um u´nico momento
e forc¸a na mesma direc¸a˜o. O teorema de Mozzi-Chasles determina que o
movimento de um corpo rı´gido no espac¸o pode ser representado por uma
rotac¸a˜o sobre um eixo seguido de uma translac¸a˜o ao longo do mesmo eixo
(BALL, 1900).
Tanto ac¸a˜o quanto movimento podem ser representados por um heli-
coide. Um helicoide e´ definido por uma reta direcionada, referente a` um eixo,
e um passo h associado. A Figura 1 apresenta um helicoide.
Os helicoides podem ser expressos em coordenadas de Plu¨cker (DA-
VIDSON; HUNT, 2004). Um helicoide e´ apresentado na Equac¸a˜o (2.1), onde
~s e´ o vetor de direc¸a˜o do eixo do helicoide, ~S0 o vetor posic¸a˜o de um ponto
que passa pelo eixo do helicoide, relativo a` origem, e h e´ chamado de passo.
As coordenadas homogeˆneas de Plu¨cker sa˜o L, M, N, P∗, Q∗ e R∗.
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Figura 1: Representac¸a˜o de um helicoide
$ =













Na notac¸a˜o dos helicoides, geralmente as componentes sa˜o separadas
por marcadores para facilitar a distinc¸a˜o do par de vetores. Quando o heli-
coide e´ representado como mostrado na Equac¸a˜o (2.1), e´ definido como heli-
coide axial. Na Equac¸a˜o (2.2) e´ apresentado um helicoide na notac¸a˜o radial.
(HUNT, 2000; MARTINS, 2002; CAZANGI, 2008)
$ =













Os helicoides axiais sa˜o empregados na ana´lise cinema´tica diferen-
cial e podem ser chamados de heligiros, com isso, tem-se uma representac¸a˜o
disposta na Equac¸a˜o (2.3). Enquanto os helicoides radiais sa˜o utilizados na
ana´lise esta´tica e sa˜o chamados de heliforc¸as, sendo representados como
mostra a Equac¸a˜o (2.4) (CAZANGI, 2008).
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 ~ω· · · · · ·
~v
 (2.3)
onde ~ω representa as velocidades angulares, ~v representa as velocidades li-
neares e o sobrescrito M de $M indica que e´ um helicoide de movimento, ou
seja, heligiro.
$A =













 ~M0· · · · · ·
~F
 (2.4)
onde ~M0 representa os momentos, ~F representa as forc¸as e o sobrescrito A de
$A indica que e´ um helicoide de ac¸a˜o, ou seja, heliforc¸a.
O passo h de um helicoide depende do tipo de movimento, ou ac¸a˜o,
que sera´ representado. A Tabela 1 apresenta dois casos especiais para os
valores do passo h e o que isso significa num heligiro ou heliforc¸a. Para o
caso em que h 6= 0 e h 6= ∞, ha´ uma composic¸a˜o entre rotac¸o˜es e translac¸o˜es,
no caso de heligiros, e forc¸as e momentos, no caso de heliforc¸as.
Tabela 1: Passo h para cinema´tica diferencial e esta´tica (CAZANGI, 2008)
Heligiro Heliforc¸a
h = 0 rotac¸a˜o pura forc¸a pura
h = ∞ translac¸a˜o pura momento pura
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2.2.1 Helicoides na cinema´tica diferencial
Para realizar a ana´lise cinema´tica, e´ preciso definir a matriz dos movi-
mentos [MD]λ×F (MARTINS, 2002). Na matriz dos movimentos [MD]λ×F , o
nu´mero de linhas e´ dado pela ordem do sistema (λ ) e as colunas representam






2 · · · $MF
]
(2.5)
onde $Mi representa o heligiro da junta i.
Normalizando cada heligiro da matriz dos movimentos, obte´m-se a
matriz dos movimentos unita´rios [MˆD]λ×F representada na Equac¸a˜o (2.6)
(MARTINS, 2002). As magnitudes dos heligiros geram o vetor das mag-
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onde ϕi representa a magnitude do heligiro i.
2.2.2 Helicoides na esta´tica
Para realizar a ana´lise esta´tica, e´ preciso definir a a matriz das ac¸o˜es
[AD]λ×C. Na matriz das ac¸o˜es [AD]λ×C, o nu´mero de linhas e´ dado pela or-
dem do sistema (λ ) e as colunas representam as ac¸o˜es unita´rias atrave´s das





2 · · · $AF
]
(2.8)
onde $Ai representa a heliforc¸a da junta i.
Ao normalizar cada heliforc¸a da matriz das ac¸o˜es, obte´m-se a matriz
das ac¸o˜es unita´rias [AˆD]λ×C, representada na Equac¸a˜o (2.9). As magnitudes
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onde ψi representa a magnitude da heliforc¸a i.
2.3 TEORIA DE GRAFOS APLICADA A MECANISMOS
A teoria de grafos pode ser usada para resolver diversos problemas
em diferentes a´reas do conhecimento, tais como: matema´tica, engenharia,
quı´mica, computac¸a˜o e cieˆncias sociais (TSAI, 1999).
A teoria de grafos e´ uma ferramenta u´til para representar sistemas
de engenharia, pois cada elemento do grafo e´ definido de forma a ter cor-
respondeˆncia direta com os elementos do sistema, ale´m de seus teoremas
e rotinas permitirem a representac¸a˜o de comportamento de propriedades do
sistema como velocidades, forc¸as, movimentos, deformac¸o˜es, entre outros
(SHAI; PREISS, 1999).
Em Tsai (1999) sa˜o evidenciadas algumas vantagens da representac¸a˜o
de mecanismos por grafos, tais como:
• Muitas propriedades dos grafos sa˜o diretamente aplica´veis na teoria de
mecanismos;
• A estrutura topolo´gica de um mecanismo pode ser facilmente iden-
tificada, simplificando o processo de identificac¸a˜o de semelhanc¸as e
diferenc¸as entre mecanismos;
• A utilizac¸a˜o de algoritmos de grafos para enumerac¸a˜o e ana´lise de ca-
deias cinema´ticas e mecanismos;
• A representac¸a˜o por grafos pode ser usada para uma melhor organizac¸a˜o
cinema´tica e ana´lise dinaˆmica de mecanismos.
Alguns conceitos importantes da teoria de grafos utilizados para ana´lise
cinema´tica e esta´tica sa˜o (WEST, 1996; BOAVENTURA, 2006; CAZANGI,
2008):
39
Cadeia uma sequeˆncia qualquer de arestas adjacentes que unem dois ve´rtices.
Circuito uma cadeia que inicia e termina no mesmo ve´rtice.
A´rvore um grafo em que ha´, pelo menos, uma cadeia ligando cada par de
ve´rtices, mas que na˜o possui circuitos.
A´rvore geradora uma a´rvore e´ dita geradora se e´ um subgrafo de um grafo
qualquer, tal que contenha todos os ve´rtices do grafo, mas apenas um
subconjunto de suas arestas.
Ramos arestas que pertencem a` a´rvore geradora.
Cordas arestas que na˜o pertencem a` a´rvore geradora.
Cortes um conjunto de arestas que, se removidas, separa o grafo em dois
subgrafos independentes.
Va´rios pesquisadores teˆm utilizado a teoria de grafos de forma efi-
ciente em mecanismos e robo´tica. Em Martins (2002) obte´m-se as equac¸o˜es
de restric¸a˜o empregando a teoria de grafos em seu trabalho sobre ana´lise
hiera´rquica de manipuladores. Campos, Guenther e Martins (2005) analisam
a cinema´tica de roboˆs manipuladores com a utilizac¸a˜o de cadeias virtuais a
partir do uso da teoria de grafos. Carboni (2008) faz o ca´lculo da mobili-
dade de mecanismos utilizando definic¸o˜es da teoria de grafos. Rocha (2012)
implementa um framework computacional que utiliza a teoria de grafos para
representar mecanismos e o utiliza para realizar a ana´lise cinema´tica diferen-
cial.
Um grafo pode representar a topologia de um mecanismo modelando
a forma como os corpos rı´gidos esta˜o conectados. Ale´m disso, as proprie-
dades de cada conexa˜o podem ser atribuı´das ao grafo, permitindo manipular
tais informac¸o˜es atrave´s de te´cnicas relacionando teoria de grafos e as leis
da fı´sica para construir a soluc¸a˜o de um problema (CAZANGI, 2008). Uma
cadeia cinema´tica e´ um conjunto de elos e juntas que podem ser representa-
das de forma abstrata mediante uma representac¸a˜o de grafos. Utilizando tal
representac¸a˜o, as juntas das cadeias cinema´ticas sa˜o indicadas por arestas e
os elos por ve´rtices.
A Figura 2(a) mostra a estrutura cinema´tica de um roboˆ planar de 6
barras que e´ constituı´do por 6 juntas rotativas e 6 elos, e a Figura 2(b) mostra
sua representac¸a˜o empregando grafos. Em ambas as representac¸o˜es, os elos
sa˜o identificados usando os nu´meros 0, 1, 2, 3, 4 e 5, onde o elo 0 e´ o elo fixo
da base e 5 e´ o efetuador final. As juntas sa˜o identificadas pelas letras A, B,
C, D, E, e F. Na estrutura cinema´tica, cada tipo de junta e´ representado por
um sı´mbolo padra˜o que a identifica.
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Figura 2: Estrutura cinema´tica e grafo equivalente de um mecanismo de 6
barras.
Como em um grafo todos os tipos de juntas sa˜o representados por ares-
tas, se faz necessa´rio um tipo de identificac¸a˜o adicional para definir qual o tipo
de junta esta´ sendo representado (WEIHMANN, 2011). Para tal representa-
c¸a˜o, um nu´mero significa o nu´mero de cadeias cinema´ticas que ligam a pla-
taforma mo´vel com a base, ja´ o conjunto de letras define a sequeˆncia de
juntas utilizadas em cada cadeia. Uma junta rotativa e´ denotada por ”R”,
uma junta prisma´tica por ”P”, juntas universais podem ser representadas por
”U”ou ”RR”e juntas esfe´ricas por ”S”. Para indicar as articulac¸o˜es atuadas
utiliza-se um sublinhado na letra correspondente (MORRISON, 2003).
Utilizando o roboˆ de 6 barras da Figura 2 como exemplo, seria de-
nominado por 2RRR, pois possui 2 pernas que ligam a plataforma mo´vel e
a plataforma fixa, onde cada perna e´ constituı´da por treˆs juntas rotativas e a
junta atuada seria a primeira das treˆs juntas rotativas.
Ao atribuir um sentido de orientac¸a˜o a`s arestas de um grafo, distin-
guem seus ve´rtices entre ve´rtices de partida e ve´rtices de chegada. O grafo
e´ enta˜o chamado de grafo direcionado ou di-grafo (BOAVENTURA, 2006).
Ao direcionar um grafo, e´ feita uma relac¸a˜o entre seus corpos adjacentes,
possibilitando a ana´lise cinema´tica e esta´tica do mecanismo. Na ana´lise ci-
nema´tica, o direcionamento das arestas define o sentido do movimento rela-
tivo entre elos adjacentes. Na ana´lise esta´tica, o di-grafo indica se um corpo
esta´ aplicando a ac¸a˜o no corpo adjacente ou recebendo a ac¸a˜o.
Por exemplo, considerando um espac¸o de trabalho tridimensional, uma
junta prisma´tica P permite uma translac¸a˜o e restringe treˆs rotac¸o˜es e duas
translac¸o˜es. Definindo que a junta P possua a translac¸a˜o ao longo do eixo
x, a junta permite a movimentac¸a˜o Vx e impo˜e as restric¸o˜es de rotac¸a˜o Tx, Ty
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e Tz, respectivamente em torno de x, y e z, ale´m de impor as restric¸o˜es de
translac¸a˜o Fy e Fz, respectivamente ao longo de y e z.
Na ana´lise cinema´tica, essa junta e´ representada por uma u´nica aresta
que corresponde ao grau de liberdade permitido, como pode ser visto na Fi-
gura 3(a). Na ana´lise esta´tica, cada uma das restric¸o˜es impostas pela junta
deve ser representada com arestas em paralelo, o grafo resultante pode ser
visto na Figura 3(b).







Figura 3: Representac¸a˜o por grafos de uma junta prisma´tica na cinema´tica e
na esta´tica.
Para a ana´lise cinema´tica, o fato da junta ser atuada na˜o modifica a
representac¸a˜o utilizada. Ja´ na ana´lise esta´tica, deve-se acrescentar mais uma







Figura 4: Representac¸a˜o por grafos de uma junta prisma´tica atuada na
esta´tica.
2.4 ME´TODO DE DAVIES
A formulac¸a˜o do me´todo de Davies e´ baseada nas Leis de Kirchhoff
para circuitos ele´tricos, fazendo assim uma analogia eficaz para sistemas
42
mecaˆnicos (CAZANGI, 2008). Esta sec¸a˜o apresenta as adaptac¸o˜es feitas por
Davies e sua utilizac¸a˜o na ana´lise esta´tica de cadeias cinema´ticas. A ana´lise
cinema´tica na˜o e´ descrita por na˜o se tratar do foco deste trabalho. Outros
trabalhos podem ser consultados a este respeito, entre eles: Martins (2002),
Campos (2004), Simas (2008), Cazangi (2008), Weihmann (2011), Rocha
(2012), entre outros.
2.4.1 Leis de Kirchhoff
As Leis de Kirchhoff para circuitos ele´tricos foram adaptadas por Da-
vies para serem utilizadas em sistemas mecaˆnicos (DAVIES, 1981; MAR-
TINS, 2002; CAMPOS, 2004; CAZANGI, 2008)
A adaptac¸a˜o da Lei das Malhas de Kirchhoff contribuiu para a ana´lise
cinema´tica, pois estabeleceu relac¸o˜es entre os movimentos das juntas perten-
centes a um mesmo circuito. A referida lei estabelece que a soma alge´brica
das diferenc¸as de potencial ao longo de qualquer circuito e´ zero. De forma
ana´loga, Davies (1981) estabelece a Lei dos Circuitos a qual determina que
a soma alge´brica dos heligiros ao longo de qualquer percurso fechado e´ zero.
Isso implica que para qualquer sequeˆncia fechada de corpos em mo-
vimento relativo, a soma de cada coordenada de movimento para todos os
corpos de um mesmo circuito e´ nula. A Equac¸a˜o (2.11) mostra a soma con-
siderando um circuito no espac¸o (λ = 6) e no domı´nio dos helicoides. Na
Equac¸a˜o (2.12) e´ aplicada a notac¸a˜o matricial de acordo com as Equac¸o˜es
(2.5), (2.6) e (2.7).
∑L =∑M =∑N =∑P∗ =∑Q∗ =∑R∗ = 0 (2.11)
∑$M = [MD]λ×F = [MˆD]λ×F{~Φ}F×1 = [~0]λ×1 (2.12)
onde F e´ o grau de liberdade bruto da rede de acoplamentos.
Com a adaptac¸a˜o da Lei dos No´s de Kirchhoff foi possı´vel estabelecer
as relac¸o˜es entre as ac¸o˜es pertencentes a um mesmo corte, o que contribuiu
para a ana´lise esta´tica. Tal lei determina que a soma alge´brica das correntes
que entram e saem de um no´ e´ zero. De maneira ana´loga, Davies (2006)
estabelece que a soma alge´brica das heliforc¸as que pertencem a um mesmo
corte e´ zero, sendo esta a Lei dos Cortes.
Isso significa que para qualquer rede de corpos acoplados em equilı´brio,
para qualquer subconjunto de acoplamentos separados por um corte, a soma
de cada coordenada de ac¸a˜o destes e´ nula. A Equac¸a˜o (2.13) mostra a soma
considerando um corte no espac¸o (λ = 6) e no domı´nio dos helicoides. Na
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Equac¸a˜o (2.14) e´ aplicada a notac¸a˜o matricial de acordo com as Equac¸o˜es
(2.8), (2.9) e (2.10).
∑P∗ =∑Q∗ =∑R∗ =∑L =∑M =∑N = 0 (2.13)
∑$A = [AD]λ×C = [AˆD]λ×C{~Ψ}C×1 = [~0]λ ×1 (2.14)
onde C e´ o grau de restric¸a˜o bruto da rede de acoplamentos.
2.4.2 Ana´lise esta´tica
Considerando a notac¸a˜o via helicoides e o me´todo de Davies, em Ca-
zangi (2008) e´ apresentado um resumo da ana´lise esta´tica separado em 9 eta-
pas para facilitar sua implementac¸a˜o em uma ferramenta automatizada. As
etapas e uma breve explicac¸a˜o de cada passo e das varia´veis que compo˜em o
me´todo sa˜o apresentadas a seguir.
Etapa (1.a) A primeira etapa trata-se da representac¸a˜o esquema´tica do me-
canismo. E´ uma versa˜o simplificada do modelo fı´sico e possui as
informac¸o˜es topolo´gicas e geome´tricas necessa´rias para as pro´ximas
etapas. Este esquema´tico tambe´m conte´m o sistema inercial de coorde-
nadas Oxyz.
Etapa (1.b) Esta etapa trata da constituic¸a˜o da rede de acoplamentos do ma-
nipulador que corresponde a representac¸a˜o topolo´gica do mecanismo.
Etapa (1.c) E´ formado o grafo de acoplamentos GC utilizando a rede de aco-
plamentos como base. As arestas desse grafo sa˜o as juntas do meca-
nismo e seus ve´rtices sa˜o os elos do mecanismo. E´ preciso atribuir
uma orientac¸a˜o a` cada aresta, definindo enta˜o o grafo de acoplamentos
como um grafo orientado. Tambe´m e´ necessa´rio encontrar as cordas
desse grafo, que num grafo de mais de um circuito sa˜o as arestas em
comum em mais de um circuito. As outras arestas sa˜o chamadas de
ramos.
Etapa (1.d) O grafo de acoplamentos com n ve´rtices e e arestas deve ser
representado matematicamente por uma matriz chamada matriz de in-
cideˆncia [IC]n×e, onde as linhas representam os ve´rtices (elos) e as co-
lunas as arestas (juntas). Para construc¸a˜o dessa matriz, e´ preciso seguir
as especificac¸o˜es expressas pela Equac¸a˜o (2.15).
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
Idi, j = 1 ,se o ve´rtice i e´ um ve´rtice de partida a` aresta j,
Idi, j = −1 ,se o ve´rtice i e´ um ve´rtice de chegada a` aresta j,
Idi, j = 0 ,se o ve´rtice i na˜o possui conexa˜o com a aresta j,
(2.15)
Etapa (1.e) Ao realizar o escalonamento da matriz de incideˆncia [IC]n×e,
obte´m-se a matriz dos cortes-f de GC: [QC]k×e.
Etapa (2.a) Nesta etapa e´ preciso reunir as caracterı´sticas geome´tricas dos
acoplamentos para construc¸a˜o do grafo de ac¸o˜es GA e formac¸a˜o das
heliforc¸as. E´ preciso informac¸o˜es sobre o vetor unita´rio da direc¸a˜o do
eixo~s, o vetor posic¸a˜o ~S0 e o passo h.
Etapa (3.a) Dado que a geometria, a topologia e as ac¸o˜es externas ao meca-
nismo sa˜o conhecidas, e´ formado o grafo de ac¸o˜es GA. Cada uma das
e arestas do grafo GC deve ser analisada e expandida caso o grau de
restric¸a˜o daquele acoplamento seja maior que 1. Tambe´m e´ necessa´rio
que as ac¸o˜es externas ao mecanismo sejam internalizadas nesta etapa,
pois para a ana´lise esta´tica atrave´s do me´todo de Davies e´ necessa´rio
que o mecanismo fique super-restringido (DAVIES, 1983).
Etapa (3.b) Caso o grafo de ac¸o˜es GA tenha mais de uma restric¸a˜o unita´ria
representada em cada aresta, isso implica que a matriz de cortes-f deve
ser expandida com o acre´scimo de novas colunas. Sendo que cada co-
luna da matriz cortes-f determina um acoplamento, cada coluna deve
ser expandida de forma a representar o grau de restric¸a˜o daquele aco-
plamento, ou seja, por exemplo um acoplamento que possuir grau de
restric¸a˜o c = 5 deve ser expandida 4 vezes. A matriz resultante sera´ a
matriz cortes-f de GA: [QA]n×C.
Etapa (4.a) Com as caracterı´sticas geome´tricas dos acoplamentos, deve-se
construir as heliforc¸as conforme a Eq. (2.4).
Etapa (4.b) Deve-ser construir a matriz das ac¸o˜es [AD]λ×C conforme de-
monstra a Equac¸a˜o (2.8) e posteriormente a matriz das ac¸o˜es unita´rias
[AˆD]λ×C representada na Equac¸a˜o (2.9).
Etapa (5.a) Para construir a matriz das ac¸o˜es unita´rias em rede, e´ preciso
multiplicar a matriz das ac¸o˜es unita´rias [AˆD]λ×C pela matriz resultante
da diagonalizac¸a˜o de cada linha da matriz de cortes-f [QA]n×C. Essa
operac¸a˜o e´ apresentada na Equac¸a˜o (2.16).
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Etapa (5.b) Essa etapa consiste em aplicar a Lei dos Cortes para obter o
sistema de equac¸o˜es para a esta´tica, conforme Equac¸a˜o (2.17)
[AˆN ]λ ·n×C · {~Ψ}C×1 = {~0}λ ·n×1 (2.17)
Etapa (6.a) Nesta etapa, avalia-se o grau de liberdade lı´quido FN , ou seja,
se o sistema apresenta equac¸o˜es linearmente dependentes. Apo´s e´ pre-
ciso calcular o posto a da matriz [AˆN ]λ ·n×C e aplicar na Equac¸a˜o (2.18).
FN = λ ·n−a (2.18)
Etapa (6.b) Caso o sistema possua equac¸o˜es dependentes, estas devem ser
identificadas e eliminadas nesta etapa.
Etapa (7.a) Para definir as varia´veis prima´rias da esta´tica, deve-se avaliar
o grau de restric¸a˜o lı´quido CN do mecanismo utilizando a Equac¸a˜o
(2.19).
CN =C−a (2.19)
Etapa (7.b) Definidas as varia´veis prima´rias, precisa-se particionar o sistema
de equac¸o˜es em CN varia´veis prima´rias e a varia´veis secunda´rias. Ma-










Etapa (8.a) Para resolver o sistema de equac¸o˜es e´ necessa´rio atribuir valores










Etapa (9.a) Por fim, deve-se aplicar as magnitudes [~Ψ] obtidas na soluc¸a˜o
a`s heliforc¸as $A de cada acoplamento para representar o estado esta´tico
do mecanismo.
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Um resumo geral das etapas e´ apresentado a seguir.
1. Caracterizac¸a˜o do mecanismo
(a) Representac¸a˜o esquema´tica com sistema inercial de coordenadas
Oxyz.
(b) Representac¸a˜o em Rede de Acoplamentos.
(c) Representac¸a˜o do Grafo de Acoplamentos: GC.
(d) Determinac¸a˜o da matriz de incideˆncia do grafo GC: [IC]n×e.
(e) Escalonamento da matriz de incideˆncia [IC]n×e para formar a ma-
triz dos cortes-f de GC: [QC]k×e.
2. Caracterizac¸a˜o dos acoplamentos
(a) Levantamento das caracterı´sticas geome´tricas (~s,~S0,h) e de ac¸a˜o
(cp,ca).
3. Topologia (Cortes)
(a) Representac¸a˜o do Grafo das Ac¸o˜es: GA.
(b) Expansa˜o em paralelo das C restric¸o˜es unita´rias na matriz de cortes-
f do grafo GA: [QA]k×C.
4. Geometria (Heliforc¸as)
(a) Construc¸a˜o das heliforc¸as: $A
(b) Determinac¸a˜o da matriz das ac¸o˜es: [AD]λ×C
5. Sistema de equac¸o˜es
(a) Determinac¸a˜o da matriz de ac¸o˜es unita´rias em rede: [AˆD]λ .k×C.
(b) Lei dos Cortes: [AˆD]λ .k×C{~Ψ}C×1 = [~0]λ .k×1
6. Sub-restric¸a˜o (liberdade extra)
(a) Determinac¸a˜o das FN equac¸o˜es dependentes.
(b) Eliminac¸a˜o das equac¸o˜es dependentes do sistema.
7. Separac¸a˜o de varia´veis
(a) Selec¸a˜o das CN varia´veis prima´rias no vetor {~Ψ}C×1




(a) Computar a matriz inversa de [ANS]a×a, atribuir valores a` {~ΨP}CN×1
e obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o {~ΨS}a×1
9. Estado instantaˆneo de ac¸o˜es
(a) Aplicar as magnitudes {~Ψ} a`s heliforc¸as $A de cada acoplamento.
2.5 CADEIAS VIRTUAIS DE ASSUR
Uma limitac¸a˜o relacionada a` Lei dos Circuitos e a` Lei dos Cortes esta´
no fato de serem aplica´veis apenas para cadeias fechadas. No caso de cadeias
abertas, uma estrate´gia de modelagem para fechamento da cadeia pode ser a
utilizac¸a˜o de cadeias virtuais de Assur (CAMPOS, 2004).
A ana´lise e o desenvolvimento do conceito das cadeias virtuais de As-
sur, ou simplesmente cadeia virtual, foram apresentados em Campos (2004).
As cadeias virtuais sa˜o compostas de elos virtuais e juntas virtuais satisfa-
zendo treˆs propriedades:
1. ser aberta;
2. os helicoides normalizados de cada junta devem ser linearmente inde-
pendentes;
3. na˜o alterar a mobilidade da cadeia real.
Devido a essas propriedades, as cadeias virtuais de Assur sa˜o classi-
ficadas como grupos de Assur (BARANOV, 1985). Ainda deve-se ressaltar
que o grau de liberdade da cadeia virtual deve ser igual a ordem do sistema
de helicoides das cadeias reais a`s quais sa˜o vinculadas (CAMPOS, 2004).
Para tornar possı´vel a utilizac¸a˜o do me´todo de Davies em cadeias ci-
nema´ticas abertas, sa˜o usadas cadeias virtuais para fecha´-las. Em cadeias
fechadas, o seu uso permite a ana´lise do movimento e a adic¸a˜o de restric¸o˜es
(CAMPOS; GUENTHER; MARTINS, 2005).
As cadeias virtuais podem ser usadas para imposic¸a˜o de movimentos
ou restric¸o˜es em determinados elementos de uma cadeia real, ale´m de propor-
cionar a possibilidade de obter informac¸o˜es do movimento absoluto de um
elo particular, como por exemplo o efetuador de um manipulador (CAMPOS,
2004).
Na esta´tica, as cadeias virtuais podem ser utilizadas para monitorar e
impor forc¸as e momentos.
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2.6 FERRAMENTA COMPUTACIONAL PARA MODELAGEM DE CA-
DEIAS CINEMA´TICAS
O framework KAST, desenvolvido em Rocha (2012), e´ uma ferra-
menta computacional para ana´lise cinema´tica utilizando o me´todo de Da-
vies. Este framework permite analisar diferentes tipos de cadeias cinema´ticas,
para sua utilizac¸a˜o e´ necessa´rio a modelagem do mecanismo utilizando a te-
oria de helicoides. O desenvolvimento foi motivado para facilitar a criac¸a˜o
de simulac¸o˜es de sistemas robo´ticos cooperativos, ale´m de que na˜o foi en-
contrada ferramenta computacional utilizando teoria de helicoides, apesar de
va´rios trabalhos em nı´vel de pesquisa apresentarem resultados de simulac¸o˜es
e implementac¸o˜es particulares utilizando como base a teoria dos helicoides
(ROCHA; TONETTO; DIAS, 2011).
Para guiar a modelagem e posterior desenvolvimento da ferramenta,
foram levantados os seguintes requisitos de projeto (ROCHA; TONETTO;
DIAS, 2011):
• ser possı´vel representar helicoides e suas ac¸o˜es;
• ser possı´vel representar modelos de cadeias cinema´ticas utilizando he-
licoides, sendo eles formados por uma u´nica junta ou va´rias juntas e
subcadeias;
• ser modular e extensı´vel;
• ser possı´vel utiliza´-lo em ambiente interativo e como parte de progra-
mas;
• ser possı´vel obter informac¸o˜es de velocidade utilizando geradores de
trajeto´ria;
• ser possı´vel armazenar e carregar definic¸o˜es de cadeias cinema´ticas e
tambe´m instaˆncias especı´ficas delas.
Para atender aos requisitos de modularidade e extensibilidade, foi uti-
lizada a abordagem de orientac¸a˜o a objetos. O KAST foi implementado utili-
zando a linguagem de programac¸a˜o Python (Python.org, 2012) devido as suas
capacidades de facilidade de uso e similaridade com linguagens de modela-
gem nume´rica, ale´m de se tratar de um ambiente de programac¸a˜o completo
com suporte a` orientac¸a˜o a objetos.
O KAST faz uso de mo´dulos externos para computac¸a˜o cientı´fica.
Para a´lgebra linear e matrizes foram utilizados o scipy e numpy (Scipy.org,
2012). Para o uso de grafos, tanto para representac¸a˜o quanto para ana´lise, foi
utilizado o mo´dulo NetworkX (NetworkX, 2012).
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O framework dispo˜e de duas maneiras para definir cadeias cinema´ticas,
sendo uma utilizando um aquivo de descric¸a˜o textual, baseado em XML
(W3C, 2013), e outra diretamente no co´digo Python. A primeira forma e´ mais
gene´rica e contribui para a formac¸a˜o de um reposito´rio de modelos de cadeias
cinema´ticas. Ja´ a segunda forma permite a alterac¸a˜o da cadeia cinema´tica du-
rante a simulac¸a˜o, possibilitando simular cadeias reconfigura´veis.
O KAST tambe´m dispo˜e de um submo´dulo para gerac¸a˜o de trajeto´rias,
auxiliando assim na implementac¸a˜o de simulac¸o˜es. Assim como no caso das
cadeias cinema´ticas, foi definido um arquivo de descric¸a˜o textual para tra-
jeto´rias, tambe´m baseado em XML.
O framework KAST representa o inı´cio de um desenvolvimento do
LRRG. Ele foi inicialmente aplicado em uma simulac¸a˜o de roboˆs cooperati-
vos subaqua´ticos, pore´m pode ser utilizado em outras aplicac¸o˜es sem precisar
adaptar seu funcionamento geral.
Sua modularidade permite que novas funcionalidade sejam adiciona-
das. Com base nesta possibilidade, este trabalho se propo˜e a contribuir no
KAST com um mo´dulo para ana´lise esta´tica de mecanismos e roboˆs.
2.7 CONSIDERAC¸O˜ES FINAIS
Este capı´tulo apresentou a base teo´rica necessa´ria para o entendimento
deste trabalho.
A teoria de helicoides foi apresentada focando na sua aplicac¸a˜o no
me´todo de Davies. A vantagem dessa teoria e´ que todos os acoplamentos sa˜o
definidos e computados em relac¸a˜o a um u´nico referencial, que instantanea-
mente coincide com a origem do sistema de coordenadas.
A teoria de grafos foi apresentada de forma sucinta e focando na ana´lise
de mecanismos. Trata-se de uma ferramenta matema´tica ja´ bem definida que
possui diversos algoritmos. A simplicidade e consisteˆncia da teoria de gra-
fos permite que um padra˜o de entrada de dados seja definido, o que viabiliza
a soluc¸a˜o automatizada de sistemas complexos. Um desenvolvimento mais
completo da teoria e suas aplicac¸o˜es podem ser vistos em Martins (2002),
Campos (2004), Simas (2008), Cazangi (2008), Weihmann (2011) e Rocha
(2012).
O me´todo de Davies utiliza a teoria de helicoides e a teoria de grafos
atrave´s da adaptac¸a˜o das Leis de Kirchhoff. O resumo e sistematizac¸a˜o feitos
por Cazangi (2008) permitem a implementac¸a˜o do me´todo em um mo´dulo
computacional.
As cadeias virtuais de Assur complementam o me´todo de Davies de
forma a expandir sua aplicabilidade. Com as cadeias virtuais, ale´m de utilizar
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o me´todo para cadeias fechadas, e´ possı´vel utiliza´-lo para cadeias abertas.
No pro´ximo capı´tulo sera˜o apresentados os detalhes do desenvolvi-
mento de um mo´dulo para modelagem esta´tica de mecanismos e roboˆs, ale´m
da sua aplicac¸a˜o em dois exemplos, visando validar o mo´dulo desenvolvido.
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3 DESENVOLVIMENTO DE UM MO´DULO PARA
MODELAGEM ESTA´TICA DE MECANISMOS E ROBOˆS
Este capı´tulo aborda a implementac¸a˜o de um mo´dulo para modela-
gem esta´tica. Este mo´dulo sera´ incorporado ao framework KAST (Kinematic
Analysis by Screw Theory) desenvolvido em Rocha (2012). O KAST e´ base-
ado na teoria dos helicoides (Sec¸a˜o 2.2) e no me´todo de Davies (Sec¸a˜o 2.4).
Essa base e´ utilizada para descric¸a˜o do comportamento cinema´tico diferencial
das caracterı´sticas de um mecanismo ou roboˆ, para a cinema´tica de posic¸a˜o e´
realizada uma integrac¸a˜o nume´rica pro´pria da ferramenta.
O framework foi projetado para ser modular e extensı´vel. Por este
fato torna-se possı´vel a inclusa˜o de novos mo´dulos na medida em que novas
necessidades de pesquisa venham a surgir.
Com a adic¸a˜o deste novo mo´dulo para ana´lise esta´tica, propo˜e-se a
alterac¸a˜o do nome para STF (Screw Theory Framework) . Assim o nome na˜o
necessitara´ de modificac¸o˜es quando novo mo´dulos forem incluı´dos.
3.1 MODELAGEM DA FERRAMENTA
O diagrama de classes da Figura 5 apresenta uma visa˜o geral do fra-
mework STF, assim como apresenta, em cinza, as classes criadas e as modifi-
cadas para a implementac¸a˜o da ferramenta para modelagem esta´tica.
A descric¸a˜o detalhada das va´rias classes apresentadas na Figura 5 po-
dem ser encontradas em Rocha (2012). Com o intuito de melhor adequar o
mo´dulo de esta´tica ao KAST, foi necessa´ria a criac¸a˜o da classe Constraint,
derivada de ScrewImpl, para representar as ac¸o˜es de uma cadeia cinema´tica.
Em Constraint, a magnitude pode ser definida e o helicoide e´ mantido sem-
pre normalizado. As classes KCComponent, BaseKinematicChain, Kine-
maticChain, KCComposable, KCComposableParser, KCParser e KCFac-
tory foram modificadas para incluir algumas operac¸o˜es e membros que sa˜o
referentes a nova funcionalidade.
As classes KCComponent, BaseKinematicChain, KinematicChain,
KCComposable poderiam ter sido estendidas, gerando assim classes especı´fi-
cas para esta´tica. Essa abordagem foi descartada para evitar o uso de heranc¸as
mu´ltiplas, o que acarretaria no aumento da complexidade do co´digo.
As pro´ximas sec¸o˜es descrevem as modificac¸o˜es detalhadas e as novas






















Figura 5: Diagrama de classes do framework
3.2 DETALHAMENTO DAS MODIFICAC¸O˜ES
Algumas das classes compartilham modificac¸o˜es semelhantes, pois foi
necessa´rio a alterac¸a˜o para aceitar as novas varia´veis referentes a` esta´tica.
Todas as classes, que precisaram ser modificadas para a inclusa˜o da esta´tica,
tiveram a assinatura do construtor alterada para receber as informac¸o˜es dos
estados da esta´tica, as informac¸o˜es de particionamento e a matriz dos valores
nume´ricas das heliforc¸as.
As modificac¸o˜es internas de cada classe sa˜o descritas a seguir.
KCComponent : foram incluı´dos os paraˆmetros referentes a matriz nu-
meric st que armazena valores nume´ricos de uma heliforc¸a (Equac¸a˜o
(2.4)), e aos estados state st que representam os valores que variam ao
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longo do tempo, nesse caso, as varia´veis das restric¸o˜es.
KinematicChain : esta classe sofreu as mesmas alterac¸o˜es que a classe
KCComponent, e ale´m destas, esta classe tambe´m foi modificada de
forma a receber o paraˆmetro partitioning st. O paraˆmetro partitio-
ning st define quais varia´veis de restric¸a˜o de uma cadeia fechada sa˜o
prima´rias e secunda´rias, para que o me´todo solveDaviesStatics possa
ser executado. No me´todo solveDaviesStatics e´ feita a identificac¸a˜o e
eliminac¸a˜o de varia´veis dependentes, a separac¸a˜o das varia´veis prima´-
rias e secunda´rias. Este me´todo tambe´m resolve o sistema de equac¸o˜es
e atribui valores a`s varia´veis secunda´rias.
KCComposable : esta classe possui as mesmas alterac¸o˜es que a classe Ki-
nematicChain. Ale´m destas alterac¸o˜es, o me´todo update foi comple-
mentado, pois ale´m de atualizar os heligiros das juntas, e´ necessa´rio
atualizar as heliforc¸as de cada restric¸a˜o e montar a matriz das ac¸o˜es
em rede (Equac¸a˜o (2.16)), armazenada no atributo netMatrix st. Esta
classe tambe´m foi modificada para armazenar os atributos referentes a`s
restric¸o˜es, para tanto foram criados os me´todos addConstraint e add-
Constraints, que respectivamente servem para adicionar uma ou va´rias
restric¸o˜es. Para exclusa˜o de restric¸o˜es os me´todos delConstraint e del-
Constraint removem uma ou va´rias restric¸o˜es, respectivamente.
BaseKinematicChain : esta classe sofreu as mesmas alterac¸o˜es que a classe
KCComponent, e ale´m destas, esta classe tambe´m recebeu proprieda-
des1 para armazenar os novos dados.
KCParser : foi modificada para ler do arquivo os dados que correspondem
a`s magnitudes de cada restric¸a˜o e armazena´-las em uma instaˆncia da
classe State.
KCComposableParser : foi complementada para processar as restric¸o˜es e
instanciar varia´veis do tipo Constraint para restric¸a˜o.
Constraint : foi implementada de maneira similar a Joint, o que difere as
duas classes sa˜o os me´todos para atualizac¸a˜o das magnitudes e para
representac¸a˜o do elemento.
1Me´todos getters e setters, que retornam uma informac¸a˜o ou definem uma informac¸a˜o, res-
pectivamente
54
3.3 EXEMPLO DE APLICAC¸A˜O DO STF
Durante o desenvolvimento do mo´dulo, foi visto que poderia ser uti-
lizado para ana´lise esta´tica em estruturas. Com isso, o mo´dulo desenvolvido
pode ser utilizado para a ana´lise esta´tica de qualquer tipo de mecanismo, roboˆ
ou estrutura. Para exemplificar a sua utilizac¸a˜o, sera´ utilizado um exemplo
presente em Hibbeler (1999), 8a edic¸a˜o, pa´gina 261, problema resolvido 4.8.
Foi escolhido um problema resolvido, pois assim e´ possı´vel validar o resul-
tado obtido pela ferramenta.
A ana´lise sera´ feita de acordo com as etapas expostas na Subsec¸a˜o
2.4.2. Ao decorrer do exemplo sera´ exemplificado como criar o arquivo XML
com os dados de forma a ser utilizado pelo STF. Nesta sec¸a˜o a ana´lise apre-
senta apenas trechos do arquivo gerado. Um detalhamento maior da utilizac¸a˜o
do mo´dulo pode ser encontrado no Apeˆndice B.
O problema apresenta um cartaz de 1,50m × 2,40m, com densidade
uniforme, pesando 1350N estando preso por uma junta esfe´rica em um ponto
A de uma parede fixa e por dois cabos, sendo um entre os pontos B e D e o
outro cabo entre pontos E e C. Pede-se para determinar a forc¸a de trac¸a˜o em
cada cabo e as reac¸o˜es em A.
A Figura 6 apresenta a disposic¸a˜o dos pontos A, B, C, D e E e as
respectivas dimenso˜es e posic¸o˜es relacionadas ao exemplo.
A estrutura possui n = 2 elos, sendo eles: (1) o cartaz e (2) a pa-
rede. Pode-se assumir que esta possui c = 5 restric¸o˜es, pois expande-se a
junta esfe´rica em treˆs restric¸o˜es unita´rias e cada cabo, CE e BD, tambe´m
impo˜em uma restric¸a˜o. Apesar dos cabos serem corpos, podem ser conside-
rados como pares cinema´ticos que unem elementos rı´gidos, sendo assim, a
contagem de elos leva em considerac¸a˜o apenas corpos rı´gidos (RE´SHETOV,
1988). E´ importante observar que aos momentos na direc¸a˜o x na˜o existe qual-
quer restric¸a˜o.
Ale´m das ac¸o˜es internas ao mecanismo, e´ preciso adicionar as ac¸o˜es
externas ao modelo. Neste caso o peso P do cartaz que, dada a densidade
uniforme, esta´ localizado no seu centro.
Etapa (1.a) A primeira etapa trata-se da representac¸a˜o esquema´tica do me-
canismo e pode ser observado na Figura 6. Com essa representac¸a˜o, pode-se
obter todas as varia´veis necessa´rias para descric¸a˜o no arquivo XML como
pode ser visto na Listagem 1.
O atributo type do elemento state indica se as varia´veis definidas em
seu interior sa˜o da cinema´tica (kinematic) ou da esta´tica (static). O atributo
name do elemento var corresponde ao nome da varia´vel que sera´ utilizado no
restante do arquivo XML. O valor do elemento var e´ o mo´dulo da forc¸a.























Figura 6: Representac¸a˜o esquema´tica (Adaptado de Hibbeler (1999))
Ax,Ay e Az no ponto A. A varia´vel Fbd e´ relativa a trac¸a˜o FBD do cabo BD
e Fec corresponde a trac¸a˜o FEC do cabo EC. A forc¸a peso P e´ representada
pela varia´vel P.
Etapa (1.b) A rede de acoplamentos do mecanismo e´ apresentado na Figura
7. Esta rede evidencia quantos elos o mecanismo possui. A representac¸a˜o
destes no arquivo XML e´ apresentado na Listagem 2.
Os atributos id e name do elemento Link correspondem a identificado-
res desse elemento no decorrer do arquivo XML, sendo que o primeiro deve
ser nume´rico e o segundo pode ser alfanume´rico. O atributo base indica que
dado elo e´ a base do mecanismo.
Etapa (1.c) E´ formado o grafo de acoplamentos GC utilizando a rede de
acoplamentos como base. O resultado e´ apresentado na Figura 8.
Para inserir as informac¸o˜es no arquivo XML, os campos linkfrom e





















Figura 7: Rede de acoplamentos do exemplo.
<links>
<Link id="0" name="parede" base="yes" />
<Link id="1" name="cartaz" />
</links>
Listagem 2: Elos da estrutura
arestas do grafo GC. A seguir um trecho do arquivo e´ mostrado na Listagem 3.
Cada elemento e seus atributos descritos no XML acima sa˜o explana-
dos a seguir.
Elemento Constraint : os atributos id e name sa˜o equivalentes aos mesmos
atributos do elemento Link explicado anteriormente. O atributo type






















Listagem 3: Exemplo de descric¸a˜o de uma restric¸a˜o
(translational) ou de rotac¸a˜o (rotational). O atributo var e´ a varia´vel
que corresponde ao mo´dulo de tal restric¸a˜o, as possı´veis varia´veis sa˜o
as que foram levantadas na Etapa (1.a).
Elemento components : o valor desse elemento corresponde a` heliforc¸a
normalizada;
Elemento linkfrom : o valor desse elemento corresponde ao ve´rtice de ori-
gem da aresta do grafo GC formado na Etapa (1.c). O seu valor e´ um
dos elos descritos na Etapa (1.b).
Elemento linkto : o valor desse elemento corresponde ao ve´rtice destino da
aresta do grafo GC formado na Etapa (1.c). O seu valor e´ um dos elos
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descritos na Etapa (1.b).
Etapa (1.d) A matriz de incideˆncia [IC]n×e e´ obtida atrave´s do grafo definido
no arquivo XML utilizando a Equac¸a˜o (2.15).
Etapa (1.e) Escalonamento da matriz de incideˆncia [IC]n×e para obtenc¸a˜o da
matriz dos cortes-f [QC]k×e (CAZANGI, 2008).
Etapa (2.a) Nesta etapa e´ preciso reunir as caracterı´sticas geome´tricas dos
acoplamentos.
No exemplo, a estrutura apresenta e = 3 acoplamentos, sendo que o
acoplamento a e´ do tipo esfe´rico, com cp = 3 restric¸o˜es unita´rias de forc¸a (Fx,
Fy e Fz). Os cabos EC e BD adicionam mais cp = 2 restric¸o˜es em suas respec-
tivas direc¸o˜es e ale´m dessas restric¸o˜es e´ preciso internalizar a ac¸a˜o externa
P.
Para a formac¸a˜o das heliforc¸as e´ preciso obter as informac¸o˜es do ve-
tor unita´rio da direc¸a˜o do eixo ~s, o vetor posic¸a˜o ~S0 e o passo h. Os vetores


















Os vetores posic¸a˜o ~S0 dos acoplamentos (a,b,e,P) sa˜o descritos como:
~S0a =
 000









O passo das heliforc¸as e´ nulo (h= 0), pois as restric¸o˜es sa˜o somente de forc¸a.
Etapa (3) Essa etapa de representac¸a˜o do grafo das ac¸o˜es GA e expansa˜o das
C restric¸o˜es unita´rias na matriz de cortes-f e´ feita automaticamente pelo STF.
O grafo GA e´ gerado com as informac¸o˜es fornecidas na Etapa (1.c), onde e´
59
especificado todas as conexo˜es entre cada elemento do grafo.
Etapa (4.a) Com as caracterı´sticas geome´tricas dos acoplamentos, deve-se































































As heliforc¸as, no arquivo XML, sa˜o representadas pelo campo com-
ponents de cada restric¸a˜o (Constraint). Na Listagem 4 um exemplo do des-
critivo com as heliforc¸as $AFEC e $
A
P:
Etapa (4.b) Determinac¸a˜o da matriz das ac¸o˜es [AD]λ×C conforme apresen-
tado na Equac¸a˜o (2.8).
Etapa (5.a) Determinac¸a˜o da matriz de ac¸o˜es unita´rias em rede [AˆD]λ .k×C de
acordo com a Equac¸a˜o (2.16) apresentada anteriormente.
Etapa (5.b) Aplicac¸a˜o da Lei dos Cortes ([AˆD]λ .k×C[~Ψ]C×1 = [~0]λ .k×1)
apresentada na Equac¸a˜o (2.14).
Etapa (6.a) Determinac¸a˜o das FN equac¸o˜es dependentes.
Etapa (6.b) Eliminac¸a˜o das equac¸o˜es dependentes do sistema.
Etapa (7.a) A selec¸a˜o das CN varia´veis prima´rias no vetor [~Ψ]C×1 deve ser

















Listagem 4: Exemplo de descric¸a˜o de uma restric¸a˜o da estrutura
simulac¸a˜o. A Listagem 5 apresenta o trecho referente a esta etapa.
<partitioning type="static">0 0 0 0 0 1</partitioning>
Listagem 5: Particionamento esta´tico da estrutura
O atributo type com valor static2 indica que este e´ referente a` esta´tica.
O valor de partitioning e´ um vetor com o tamanho igual ao nu´mero de
varia´veis, definidas na Etapa (1.a). Cada dı´gito indica se a varia´vel e´ prima´ria
(valor 1) ou secunda´ria (valor 0). Nesse exemplo, apenas a forc¸a P e´ prima´ria.
Etapa (7.b) Separac¸a˜o das varia´veis prima´rias e secunda´rias no sistema de
equac¸o˜es.
Etapa (8.a) Computar a matriz inversa de [ANS]a×a, atribuir os valores de-
sejados a` [~ΨP]CN×1 e obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o [~ΨS]a×1. Os valores obtidos sa˜o
apresentados na primeira coluna da Tabela 2. Na segunda coluna pode-se
observar os resultados de Hibbeler (1999), os valores diferem pois o STF
na˜o faz arredondamento nos valores tampouco considera apenas algarismos
significativos. Na terceira coluna sa˜o apresentados os valores obtidos pela
resoluc¸a˜o do problema para todas as varia´veis utilizando o me´todo cla´ssico,
2Se refere ao valor alfanume´rico da varia´vel, na˜o significando um modificador de tipo.
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pore´m considerando uma grande quantidade de algarismos significativos e os
arrendondamentos foram evitados.
Tabela 2: Comparac¸a˜o de resultados da esta´tica
STF Hibbeler (1999) Resultados
calculados
Ax 1687,5 N – 1687,5 N
Ay 506,25 N – 506,25 N
Az -112,5 N – -112,5 N
FBD 506,25 N 506 N 506,25 N
FEC 1575 N 1580 N 1575 N
Etapa (9.a) Aplicam-se as magnitudes [~Ψ] a`s heliforc¸as $A de cada acopla-






























































Ale´m de obter o mesmo resultado de me´todos tradicionais, a ferra-
menta desenvolvida utilizada neste trabalho dispo˜e de resultados mais deta-
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lhados. Como pode ser visto na Equac¸a˜o (3.4), foi obtido o valor de cada
componente de forc¸a e momento aplicado em cada uma das juntas.
3.4 CONSIDERAC¸O˜ES FINAIS
Este capı´tulo apresentou a implementac¸a˜o do mo´dulo para modelagem
esta´tica incorporado ao framework KAST, com isso foi proposta a modificac¸a˜o
do nome para STF. Com isso o nome independente das funcionalidades do
framework.
Foi apresentada a modelagem do mo´dulo desenvolvido atrave´s de um
diagrama de classes, para mostrar a estrutura final do framework como um
todo, ale´m de realc¸ar as classes modificadas. Cada uma das modificac¸o˜es foi
descrita, visando contribuir para o entendimento do desenvolvimento. Esse
nı´vel de detalhamento busca contribuir com trabalhos futuros.
Para documentar a utilizac¸a˜o desse novo mo´dulo, foi desenvolvido um
exemplo completo de esta´tica, descrevendo cada uma das etapas necessa´rias
para a modelagem esta´tica e como as informac¸o˜es devem ser fornecidas a` fer-
ramenta. Ale´m disso, esse exemplo contribuiu para a validac¸a˜o da ferramenta
utilizando um exemplo em treˆs dimenso˜es.
Ale´m da obtenc¸a˜o do mesmo resultado que te´cnicas tradicionais, o
me´todo de Davies dispo˜e de resultados mais detalhados, como pode ser visto
ao final da Sec¸a˜o 3.3.
No pro´xima capı´tulo, uma aplicac¸a˜o mais complexa e´ apresentada
com o intuito de demonstrar o potencial da ferramenta desenvolvida.
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4 ANA´LISE ESTA´TICA DE UM ROBOˆ PARALELO ESPACIAL
DO TIPO DELTA
Neste capı´tulo e´ apresentada a ana´lise esta´tica de um roboˆ paralelo es-
pacial usando o mo´dulo desenvolvido neste trabalho. O objetivo e´ avaliar o
potencial do STF em uma aplicac¸a˜o robo´tica espacial num roboˆ reconhecida-
mente complexo: o IRB 360.
O IRB 360 FlexPickerTM, apresentado na Figura 9, e´ um roboˆ desen-
volvido pela ABB Robotics com foco em aplicac¸o˜es pick and place de alta
precisa˜o (ABB, 2008).
Figura 9: Foto do IRB 360 FlexPickerTM
O IRB 360 possui quatro graus de liberdade, compreendendo translac¸o˜es
em todos os eixos e rotac¸a˜o no eixo z. As translac¸o˜es sa˜o obtidas com a
movimentac¸a˜o das treˆs pernas. Para efetuar a rotac¸a˜o existe um eixo que
parte da base do roboˆ ate´ a plataforma mo´vel.
A seguir, a modelagem esta´tica do IRB 360 FlexPickerTM e´ apresen-
tada seguindo as etapas da Subsec¸a˜o 2.4.2.
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4.1 MODELAGEM ESTA´TICA
Por se tratar de um roboˆ que possui simetria em relac¸a˜o ao eixo z
adotado, foi possı´vel simplificar sua modelagem. Nesta sec¸a˜o e´ apresentada
a modelagem da perna i.
Na modelagem da perna i e´ incluı´do um aˆngulo ϕi no plano xy relativo
ao eixo x, como e´ apresentado na Figura 10. Com isso, e´ possı´vel obter o
modelo de cada uma das 3 pernas variando o valor de ϕi. A Tabela 3 mostra











Figura 10: Vista superior do FlexPickerTM





Etapa (1.a) A Figura 11 mostra a representac¸a˜o esquema´tica da perna i na
posic¸a˜o inicial, ale´m do sistema inercial de coordenadas Oxyz. Nesta figura
tambe´m e´ possı´vel observar os eixos dos heligiros referentes ao movimento
de cada junta.
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Cada perna i possui 6 juntas, sendo 4 rotativas e 2 esfe´ricas. A Tabela
4 apresenta cada uma das juntas, seus tipos e as varia´veis associadas a cada
uma delas.






D1i Esfe´rica θD1ix , θD1iy e θD1iz
D2i Esfe´rica θD2ix , θD2iy e θD2iz
Cada perna possui 4 elos exclusivos (1i,2i,3i e 4i), mais a base (0) e a
plataforma mo´vel (5). Ainda e´ necessa´rio expandir as juntas D1i e D2i, pois o
framework aceita apenas juntas com grau de mobilidade f = 1. Na expansa˜o,
cada junta esfe´rica se transforma em treˆs juntas rotativas, uma em torno do
eixo x, outra em torno do eixo y e a terceira em torno do eixo z. Ao realizar
a expansa˜o, cada junta adiciona 2 elos auxiliares, ou seja, 4 elos por perna.
A cadeia virtual de Assur para imposic¸a˜o de movimento, garante mais 5 elos.
Com isso, o modelo completo possui n = 31 elos. As dimenso˜es de cada elo









































































































Etapa (1.b) Na Figura 12 pode-se observar a rede de acoplamentos do roboˆ,






























Figura 12: Rede de acoplamentos do FlexPickerTM
Etapa (1.c) O grafo de acoplamentos completo do roboˆ e´ apresentado na
Figura 13.
Etapa (2.a) Nesta etapa sa˜o reunidas as caracterı´sticas geome´tricas dos aco-
plamentos. A perna i apresenta e = 6 acoplamentos, sendo que Ai, Bi, C1i e
C2i sa˜o pares rotativos e teˆm como caracterı´stica cp = 5 restric¸o˜es unita´rias
de forc¸a, ja´ os acoplamentos D1i e D2i sa˜o pares esfe´ricos e possuem cp = 3
restric¸o˜es. As restric¸o˜es de Ai e Bi sa˜o ao longo dos eixos x, y e z, e em torno
dos eixos x e z, enquanto os acoplamentos C1i e C2i possuem restric¸o˜es ao
longo dos eixos x, y e z, e em torno dos eixos x e y. Os pares esfe´ricos D1i e
D2i apresentam as restric¸o˜es ao longo dos eixos x, y e z.
Ale´m desses, e´ preciso considerar mais ea = 3 acoplamentos ativos,
sendo um para cada perna no acoplamento Ai, em torno do eixo y.
As Equac¸o˜es (4.1), (4.2) e (4.3) apresentam os vetores unita´rios de
direc¸a˜o dos eixos de cada restric¸a˜o do acoplamento Ai. Na Equac¸a˜o (4.1) os
vetores das restric¸o˜es Fx e Tx sa˜o respectivamente representados por ~sAiFx e
~sAiTx , na Equac¸a˜o (4.2) os vetores das restric¸o˜es Fy e Ty sa˜o respectivamente















Figura 13: Grafo de acoplamentos do FlexPickerTM










As Equac¸o˜es (4.4), (4.5) e (4.6) apresentam os vetores unita´rios de
direc¸a˜o dos eixos de cada restric¸a˜o do acoplamento Bi. Na Equac¸a˜o (4.4) os
vetores das restric¸o˜es Fx e Tx sa˜o respectivamente representados por ~sBiFx e
~sBiTx , na Equac¸a˜o (4.5) o vetor da restric¸a˜o Fy e´ representado por ~sBiFy e na
Equac¸a˜o (4.6) os vetores das restric¸o˜es Fz e Tz respectivamente sa˜o represen-











As Equac¸o˜es (4.7), (4.8) e (4.9) apresentam os vetores unita´rios de
direc¸a˜o dos eixos de cada restric¸a˜o do acoplamento C ji ( j= 1,2). Na Equac¸a˜o
(4.7) os vetores das restric¸o˜es Fx e Tx sa˜o respectivamente representados por
~sC jiFx e~sC jiTx , na Equac¸a˜o (4.8) os vetores das restric¸o˜es Fy e Ty sa˜o respecti-
vamente representados por~sAiFy e~sAiTy e na Equac¸a˜o (4.9) o vetor da restric¸a˜o
Fz e´ representado por~sBiFz .
~sC jiFx =
 100
 , ~sC jiTx =










A Equac¸a˜o (4.10) apresenta os vetores unita´rios de direc¸a˜o dos eixos
de cada restric¸a˜o do acoplamento D ji ( j = 1,2). Os vetores das restric¸o˜es Fx,
Fy e Fz sa˜o respectivamente representados por~sD jiFx ,~sD jiFy e~sD jiFz .
~sD jiFx =
 100
 , ~sD jiFy =
 010
 , ~sD jiFz =
 001
 (4.10)
Os vetores posic¸a˜o ~S0 das heliforc¸as dos acoplamentos Ai, Bi, C1i, C2i,
D1i e D2i sa˜o descritos nas Equac¸o˜es (4.11), (4.12) e (4.13).
~S0Ai =
 axayaz











 , ~S0D2i =
 d2xd2yd2z
 (4.13)
Etapa (4.a) Com as caracterı´sticas geome´tricas dos acoplamentos, deve-se
construir as heliforc¸as conforme a Eq. (2.4).
Etapa (7.a) A selec¸a˜o das CN varia´veis prima´rias no vetor {~Ψ}C×1. As
varia´veis prima´rias para este modelo sa˜o as que correspondem a`s restric¸o˜es
lineares da cadeia virtual, pois e´ atrave´s delas que sa˜o impostas as ac¸o˜es no
efetuador final.
A aplicac¸a˜o deste modelo para ana´lise esta´tica do roboˆ Delta e´ reali-
zada na Sec¸a˜o 4.2.
4.2 ANA´LISE ESTA´TICA NO ESPAC¸O DE TRABALHO
A Figura 14 apresenta o espac¸o de trabalho do FlexPickerTM. Pode-se
observar que o espac¸o de trabalho e´ cilı´ndrico1.
Como forma de avaliar as diferentes possibilidades de utilizac¸a˜o do
framework, foram realizados dois experimentos: um com trajeto´rias circula-
res e outro com trajeto´rias lineares. Nesta sec¸a˜o sa˜o apresentados os resulta-
dos das simulac¸o˜es realizadas com o modelo desenvolvido na Sec¸a˜o 4.1.
Para cada uma das trajeto´rias, foram realizadas duas simulac¸o˜es de
aplicac¸a˜o de forc¸a. A primeira com a aplicac¸a˜o de uma forc¸a F1, com heli-
coide definido na Equac¸a˜o (4.14), e a segunda com a aplicac¸a˜o de uma forc¸a
F2, com helicoide definido na Equac¸a˜o (4.14). O ponto de aplicac¸a˜o de F1
e F2 e´ o centro da plataforma, representado por PC conforme apresentado na






















1O FlexPickerTM possui diversos modelos. O espac¸o de trabalho apresentado se refere ao









Figura 14: Espac¸o de trabalho do FlexPickerTM (Adaptado de ABB (2008))
4.2.1 Experimento com trajeto´ria circular
O primeiro experimento se trata de um conjunto de simulac¸o˜es com
trajeto´rias circulares que situam-se em um plano paralelo ao plano xy com
um raio R, adotando uma altura H para o eixo z em relac¸a˜o ao plano xy, como
pode ser visto na Figura 15. O ponto central dessa trajeto´ria circular e´ o ponto
P = (0,0,H). A ana´lise foi feita considerando diferentes alturas e raios.
Nas Figuras 16, 17 e 18 sa˜o apresentadas, respectivamente, as varia´veis
associadas a`s juntas A das pernas 0, 1 e 2 para R = 200 mm e R = 400 mm,
sendo que no eixo x do gra´fico e´ representado a posic¸a˜o θtraj referente a
localizac¸a˜o em relac¸a˜o a trajeto´ria e no eixo y e´ representado o aˆngulo de








Figura 15: Trajeto´ria circular descrita pelo ponto central da plataforma mo´vel
Figura 16: Aˆngulo de giro θA0 da junta A para a perna 0
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Figura 17: Aˆngulo de giro θA1 da junta A para a perna 1
Figura 18: Aˆngulo de giro θA2 da junta A para a perna 2
Pode-se observar que ha´ simetria na movimentac¸a˜o das juntas. Isso
ocorre pois esta´ sendo analisado um roboˆ sime´trico, descrevendo uma tra-
jeto´ria sime´trica em relac¸a˜o ao eixo z que passa no centro do roboˆ. Ao aplicar
a forc¸a F1, pode-se observar que os torques aplicados nas juntas tambe´m apre-
sentam simetria. Essa relac¸a˜o pode ser observada na Figura 19 para R = 200
mm e na Figura 20 para R = 400 mm.
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Figura 19: Torque τAi na junta A para a perna i, aplicando F1 no efetuador
final com R = 200 mm
Figura 20: Torque τAi na junta A para a perna i, aplicando F1 no efetuador
final com R = 400 mm
As Figuras 21 e 22 apresentam gra´ficos dos torques na junta A de cada
perna em func¸a˜o da posic¸a˜o nos eixos x e y do efetuador final, considerando
R = 200 mm e R = 400 mm, respectivamente.
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Figura 21: Torque τAi em func¸a˜o da posic¸a˜o (x,y) na junta A para a perna i,
aplicando F1 no efetuador final com R = 200 mm
Figura 22: Torque τAi em func¸a˜o da posic¸a˜o (x,y) na junta A para a perna i,
aplicando F1 no efetuador final com R = 400 mm
Ainda considerando a altura H = −900 mm, foi aplicada a forc¸a F2.
Neste caso, apresentado na Figura 23 e na Figura 24, respectivamente para
R = 200 mm e R = 400 mm. Pode-se observar que a simetria dos torques
ocorre apenas entre as pernas 1 e 2, pois a forc¸a aplicada no efetuador final
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esta´ alinhada com a perna 0.
Figura 23: Torque τAi na junta A para a perna i, aplicando F2 no efetuador
final com R = 200 mm
Figura 24: Torque τAi na junta A para a perna i, aplicando F2 no efetuador
final com R = 400 mm
A Figura 25 e Figura 26 apresentam gra´ficos dos torques na junta A de
cada perna em func¸a˜o da posic¸a˜o nos eixos x e y do efetuador final, conside-
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rando R = 200 mm e R = 400 mm, respectivamente.
Figura 25: Torque τAi em func¸a˜o da posic¸a˜o (x,y) na junta A para a perna i,
aplicando F1 no efetuador final com R = 200 mm
Figura 26: Torque τAi em func¸a˜o da posic¸a˜o (x,y) na junta A para a perna i,
aplicando F1 no efetuador final com R = 400 mm
A ana´lise tambe´m foi feita para as alturas H = −1000 mm e H =
−1100 mm, pore´m na˜o e´ apresentada neste texto devido a` grande semelhanc¸a
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com os resultados demonstrados, apenas com diferenc¸as em suas amplitudes.
4.2.2 Experimento com trajeto´ria linear
O segundo experimento foi uma trajeto´ria linear, definida com treˆs
movimentos retilı´neos, primeiramente na direc¸a˜o do eixo z, depois na direc¸a˜o
do eixo x e por fim na direc¸a˜o do eixo y. Em cada uma das direc¸o˜es houve um
deslocamento de 100 mm na plataforma mo´vel do roboˆ. Os seguimentos da
trajeto´ria sa˜o definidos na Tabela 5 e apresentados na Figura 27. E´ importante
ressaltar que a velocidade em cada segmento e´ constante.
Tabela 5: Trajeto´ria da plataforma mo´vel do FlexPickerTM
Tempo Posic¸a˜o (x,y,z)
0 P1 ( 0, 0, -900 )
3 P2 ( 0, 0, -1000 )
6 P3 ( 100, 0, -1000 )
9 P4 ( 100, 100, -1000 )






Figura 27: Trajeto´ria linear descrita pelo ponto central da plataforma mo´vel
Nas Figuras 28, 29 e 30 sa˜o apresentadas, respectivamente, o aˆngulo
de giro das juntas A das pernas 0, 1 e 2 para a trajeto´ria linear.
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Figura 28: Aˆngulo de giro θA0 da junta A para a perna 0
Figura 29: Aˆngulo de giro θA1 da junta A para a perna 1
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Figura 30: Aˆngulo de giro θA2 da junta A para a perna 2
Pode-se observar que as pernas 0, 1 e 2 no primeiro segmento, entre
0s e 3s, com o roboˆ na origem do plano xy e a movimentac¸a˜o na direc¸a˜o do
eixo z nesse ponto faz com que as pernas possuam a mesma movimentac¸a˜o.
No segundo segmento, entre 3s e 6s, as pernas 1 e 2 possuem a mesma
movimentac¸a˜o enquanto a perna 0 se move de forma diferente, isso porque
na direc¸a˜o do eixo x, ha´ uma simetria entre as pernas 1 e 2. No terceiro seg-
mento, entre 6s e 9s, ocorre o movimento na direc¸a˜o y, onde na˜o ha´ simetrias
no movimento.
A Figura 31 apresenta a aplicac¸a˜o da forc¸a F1 na trajeto´ria linear. Na
aplicac¸a˜o da forc¸a F1 no primeiro segmento de trajeto´ria, os torques apli-
cados pelos motores sa˜o de mesma intensidade, pois todas as pernas esta˜o
posicionadas de maneira semelhante e e´ aplicada uma forc¸a sime´trica. As-
sim como ocorre na movimentac¸a˜o, no segundo segmento, somente as pernas
1 e 2 manteˆm a semelhanc¸a no torque. No terceiro segmento, cada perna
apresenta um torque diferente, pois na˜o esta˜o alinhadas.
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Figura 31: Torque τAi na junta A para perna i, aplicando F1 no efetuador final
A Figura 32 apresenta a aplicac¸a˜o da forc¸a F2 na trajeto´ria linear. Com
a adic¸a˜o de uma componente de forc¸a na direc¸a˜o do eixo x que ocorre na forc¸a
F2 em relac¸a˜o a` F1, em nenhum momento o valor do torque da perna 0 coin-
cide com os demais. Pore´m, como a direc¸a˜o x coincide com a movimentac¸a˜o
gerada pela perna 0, as pernas 1 e 2 mante´m o mesmo valor de torque no
primeiro e segundo segmento, ou seja, entre 0s e 6s.




Este capı´tulo apresentou o roboˆ paralelo espacial analisado neste tra-
balho, o ABB IRB 360 FlexPickerTM. Para esse roboˆ foi desenvolvido o
modelo esta´tico usando o me´todo de Davies e teoria dos helicoides. Por se
tratar de um roboˆ com simetria entre suas 3 pernas, o modelo foi feito de
forma simplificada para uma perna gene´rica. A partir do modelo desta perna
gene´rica foi modelado o FlexPickerTMcomo um todo.
O modelo desenvolvido foi aplicado no framework STF para realizar
uma ana´lise esta´tica no espac¸o de trabalho deste roboˆ. Foram definidos dois
experimentos, sendo que o primeiro o centro da plataforma mo´vel seguiria
trajeto´rias circulares, no segundo o centro da plataforma deveria seguir tra-
jeto´rias lineares. Para cada experimento foram aplicadas duas forc¸as distintas
na plataforma mo´vel. Os resultados foram apresentados em forma de gra´ficos
do torque gerado por cada motor de acionamento das pernas em relac¸a˜o ao
tempo. Apesar dos gra´ficos apresentarem apenas os torques das juntas ati-
vas, os dados disponı´veis incluem forc¸as e momentos de cada acoplamento
do roboˆ. Esses outros dados podem ser conferidos no Anexo A.
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5 CONCLUSA˜O
Este trabalho apresentou o desenvolvimento de um mo´dulo para uma
ferramenta computacional ja´ existente, visando contribuir para modelagem
e ana´lise do problema de esta´tica para mecanismos e roboˆs. Para tanto foi
necessa´ria uma revisa˜o bibliogra´fica, apresentada no Capı´tulo 2, com os con-
ceitos ba´sicos para o entendimento da utilizac¸a˜o e funcionamento desta fer-
ramenta.
Foi apresentada a teoria de helicoides focando na sua aplicac¸a˜o no
me´todo de Davies. Tambe´m foi apresentada a teoria de grafos, pore´m de
forma sucinta e focando na ana´lise de mecanismos. Trata-se de uma ferra-
menta matema´tica ja´ bem definida que possui diversos algoritmos. Utilizando
a teoria de helicoides e teoria de grafos, atrave´s da adaptac¸a˜o das Leis de Kir-
chhoff, foi apresentado o me´todo de Davies para esta´tica de mecanismos e
roboˆs. No mesmo capı´tulo, foi apresentado o conceito de cadeias virtuais
de Assur, que complementam o me´todo de Davies de forma a expandir sua
aplicabilidade.
Tambe´m foi apresentada a implementac¸a˜o do mo´dulo para modela-
gem esta´tica, proposto neste trabalho, incorporado ao framework KAST. A
modelagem do mo´dulo foi desenvolvida atrave´s de um diagrama de classes,
para mostrar a estrutura final do framework como um todo, ale´m de realc¸ar
as classes modificadas. Para documentar a utilizac¸a˜o desse novo mo´dulo, foi
utilizado um exemplo da literatura ba´sica em esta´tica, descrevendo cada uma
das etapas necessa´rias para a modelagem esta´tica e como as informac¸o˜es de-
vem ser fornecidas a` ferramenta. Esse exemplo tambe´m contribuiu para a
validac¸a˜o da ferramenta utilizando um exemplo em treˆs dimenso˜es. Ale´m
da obtenc¸a˜o do mesmo resultado que te´cnicas tradicionais, o me´todo de Da-
vies dispo˜e de resultados mais detalhados, como pode ser visto ao final da
Sec¸a˜o 3.3. Uma explicac¸a˜o mais detalhada de como utilizar o STF pode ser
encontrada no Apeˆndice B.
Foi realizada uma ana´lise em um roboˆ paralelo espacial o ABB IRB
360 FlexPickerTM. Para esse roboˆ foi desenvolvido o modelo esta´tico usando
o me´todo de Davies e a teoria dos helicoides. O modelo desenvolvido foi
aplicado no framework STF para realizar uma ana´lise esta´tica no espac¸o de
trabalho deste roboˆ. Foram definidos dois experimentos, um com trajeto´rias
circulares e outro com trajeto´rias lineares para avaliar diferentes comporta-
mentos e identificar as simetrias do roboˆ. Os resultados foram apresentados
em forma de gra´ficos do torque gerado por cada motor de acionamento das
pernas em relac¸a˜o ao tempo. Apesar dos gra´ficos apresentarem apenas os tor-
ques das juntas ativas, os dados disponı´veis incluem forc¸as e momentos de
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cada acoplamento do roboˆ. Esses dados podem ser conferidos no Apeˆndice
A.
Com os resultados obtidos mostrou-se que o STF e´ va´lido na mo-
delagem esta´tica, pois foi validado no exemplo dida´tico da Sec¸a˜o 3.3 e de-
pois aplicado em um roboˆ espacial paralelo reconhecidamente complexo no
Capı´tulo 4.
Uma das vantagens proporcionadas pela utilizac¸a˜o do framework STF
e´ na˜o ser preciso reimplementar todo o me´todo de Davies para cada simulac¸a˜o,
ale´m do que a modelagem e´ facilitada, pois algumas etapas sa˜o realizadas
automaticamente pela ferramenta. Como foi apresentado no Capı´tulo 3, o
mo´dulo desenvolvido pode ser utilizado em outras a´reas ale´m da robo´tica.
Outra vantagem seria a utilizac¸a˜o do me´todo de Davies com resultados com-
pletos de todas as varia´veis envolvidas sem acrescentar complexidade a` mo-
delagem.
Durante o desenvolvimento deste trabalho foi possı´vel atender ao ob-
jetivo geral e aos objetivos especı´ficos propostos. O primeiro e segundo ob-
jetivos especı´ficos foram contemplados no Capı´tulo 3, com a implementac¸a˜o
e validac¸a˜o da ferramenta. O terceiro e quarto objetivos especı´ficos foram
atendidos no Capı´tulo 4 com a modelagem do roboˆ, aplicac¸a˜o na ferramenta
e ana´lise do comportamento esta´tico no espac¸o de trabalho.
5.1 TRABALHOS FUTUROS
A partir do desenvolvimento e resultados obtidos nesta dissertac¸a˜o,
outros trabalhos podem ser desenvolvidos, como por exemplo:
• Desenvolver um mo´dulo para modelagem cinetoesta´tica;
• Desenvolver um mo´dulo para modelagem dinaˆmica e sua ana´lise;
• Desenvolver uma interface gra´fica para a definic¸a˜o de roboˆs, trajeto´rias
e simulac¸o˜es de forma integrada; e
• Aplicar o mo´dulo para modelagem de estruturas complexas;
• Validac¸a˜o completa do software.
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APEˆNDICE A -- Resultados completos para uma perna do modelo do
roboˆ do tipo Delta
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Este anexo apresenta os resultados completos para a perna 0 do roboˆ,
com todas as forc¸as e momentos geradas em cada restric¸a˜o.
Para esses resultados, foi utilizada a mesma trajeto´ria linear da Subsec¸a˜o
4.2.2, considerando a F1 (Equac¸a˜o (4.14)).
As Figuras 33, 34 e 35 apresentam as forc¸as resultantes na junta A0 ,
enquanto as Figuras 36 e 38 mostram os momentos resultantes na junta A0 .
A Figura 37 apresenta o torque gerado pelo acionamento.
Figura 33: Forc¸a resultante na junta A0 para a perna 0 no eixo x
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Figura 34: Forc¸a resultante na junta A0 para a perna 0 no eixo y
Figura 35: Forc¸a resultante na junta A0 para a perna 0 no eixo z
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Figura 36: Momento resultante na junta A0 para a perna 0 no eixo x
Figura 37: Torque gerado no acionamento da junta A0 para a perna 0
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Figura 38: Momento resultante na junta A0 para a perna 0 no eixo z
As Figuras 39, 40 e 41 apresentam as forc¸as resultantes na junta B0 ,
enquanto as Figuras 42 e 43 mostram os momentos resultantes na junta B0 .
Figura 39: Forc¸a resultante na junta B0 para a perna 0 no eixo x
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Figura 40: Forc¸a resultante na junta B0 para a perna 0 no eixo y
Figura 41: Forc¸a resultante na junta B0 para a perna 0 no eixo z
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Figura 42: Momento resultante na junta B0 para a perna 0 no eixo x
Figura 43: Momento resultante na junta B0 para a perna 0 no eixo z
As Figuras 44, 45 e 46 apresentam as forc¸as resultantes na junta C10 .
As Figuras 47 e 48 mostram os momentos resultantes na junta C10 .
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Figura 44: Forc¸a resultante na junta C10 para a perna 0 no eixo x
Figura 45: Forc¸a resultante na junta C10 para a perna 0 no eixo y
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Figura 46: Forc¸a resultante na junta C10 para a perna 0 no eixo z
Figura 47: Momento resultante na junta C10 para a perna 0 no eixo x
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Figura 48: Momento resultante na junta C10 para a perna 0 no eixo y
As Figuras 49, 50 e 51 apresentam as forc¸as resultantes na junta C20 ,
enquanto as Figuras 52 e 53 mostram os momentos resultantes na junta C20 .
Figura 49: Forc¸a resultante na junta C20 para a perna 0 no eixo x
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Figura 50: Forc¸a resultante na junta C20 para a perna 0 no eixo y
Figura 51: Forc¸a resultante na junta C20 para a perna 0 no eixo z
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Figura 52: Momento resultante na junta C20 para a perna 0 no eixo x
Figura 53: Momento resultante na junta C20 para a perna 0 no eixo z
As Figuras 54, 55 e 56 apresentam as forc¸as resultantes na junta D10 .
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Figura 54: Forc¸a resultante na junta D10 para a perna 0 no eixo x
Figura 55: Forc¸a resultante na junta D10 para a perna 0 no eixo y
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Figura 56: Forc¸a resultante na junta D10 para a perna 0 no eixo z
As Figuras 57, 58 e 59 apresentam as forc¸as resultantes na junta D20 .
Figura 57: Forc¸a resultante na junta D20 para a perna 0 no eixo x
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Figura 58: Forc¸a resultante na junta D20 para a perna 0 no eixo y
Figura 59: Forc¸a resultante na junta D20 para a perna 0 no eixo z
APEˆNDICE B -- Arquivo completo do exemplo de aplicac¸a˜o do STF
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Esse apeˆndice tem como objetivo apresentar e detalhar o arquivo da
estrutura analisada no na Sec¸a˜o 3.3.
A Listagem 6 apresenta o inı´cio do arquivo XML. O elemento Kine-
maticChain define a classe da estrutura (class), um identificador qualquer
(id) e um nome qualquer (name). Para a versa˜o atual do STF, o paraˆmetro
class deve sempre possuir o valor KCComposable. Esse elemento e´ a base
de todo o mecanismo, roboˆ ou estrutura que sera´ analisado.
O elemento about e´ apenas informativo, contendo informac¸o˜es de
quem criou a estrutura, um nu´mero de versa˜o e o estado do desenvolvimento.
1:<KinematicChain class="KCComposable"
2: id="42" name="Plataforma3D">
3: <about author="Marcos Reis"
4: email="academico@marcosgreis.com" status="final"
5: version="13/09/2012" />
Listagem 6: Cabec¸alho do arquivo XML
Na Listagem 7 e´ escolhido o sistema de helicoides em que a estrutura
pertence. Nesse exemplo, a estrutura esta´ no sistema espacial. As possı´veis
opc¸o˜es para esse elemento sa˜o:
•spatial: sistema 6 geral;
•xy plane: sistema planar em xy;
•xz plane: sistema planar em xz;
•yz plane: sistema planar em yz.
6: <screwsystem>spatial</screwsystem>
Listagem 7: Escolha do sistema de helicoides no arquivo XML
A Listagem 8 apresenta como deve ser feita a escolha das varia´veis
prima´rias e secunda´rias do sistema de equac¸o˜es. O atributo type com valor
static1 indica que este e´ referente a` esta´tica. O valor de partitioning e´ um
vetor com o tamanho igual ao nu´mero de varia´veis, definidas na Etapa (1.a).
Cada dı´gito indica se a varia´vel e´ prima´ria (valor 1) ou secunda´ria (valor 0).
Observando tambe´m a Listagem 9, observa-se que somente a varia´vel ”P”e´
prima´ria.
1Se refere ao valor alfanume´rico da varia´vel, na˜o significando um modificador de tipo.
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7: <partitioning type="static">
8: 0 0 0 0 0 1
9: </partitioning>
Listagem 8: Definic¸a˜o do particionamento no arquivo XML
Na Listagem 9 sa˜o definidas as varia´veis necessa´rias para a descric¸a˜o
do estado da estrutura. O atributo type do elemento state indica se as varia´veis
definidas em seu interior sa˜o da cinema´tica (kinematic) ou da esta´tica (static).
O atributo name do elemento var corresponde ao nome da varia´vel que sera´
utilizado no restante do arquivo XML. O elemento var possui treˆs colunas,
sendo que o primeiro e´ o mo´dulo da forc¸a, o restante esta´ reservado para
desenvolvimentos futuros.
As varia´veis Ax, Ay e Az correspondem, respectivamente, a`s ac¸o˜es
Ax,Ay e Az no ponto A. A varia´vel Fbd e´ relativa a trac¸a˜o FBD do cabo BD




12: <var name="Ax">0.0 0.0 0.0</var>
13: <var name="Ay">0.0 0.0 0.0</var>
14: <var name="Az">0.0 0.0 0.0</var>
15: <var name="Fbd">0.0 0.0 0.0</var>
16: <var name="Fec">0.0 0.0 0.0</var>
17: <var name="P">1350.0 0.0 0.0</var>
18: </state>
19: </states>
Listagem 9: Descric¸a˜o das varia´veis no arquivo XML
Na Listagem 10 e´ apresentada a forma de representar dos elos que
compo˜em a estrutura. Os atributos id e name do elemento Link correspondem
a identificadores desse elemento no decorrer do arquivo XML, sendo que o
primeiro deve ser nume´rico e o segundo pode ser alfanume´rico. O atributo
base indica que dado elo e´ a base do mecanismo.
As Listagens 11 e 12 apresenta o elemento constraints, que e´ uma
lista de restric¸o˜es. Cada restric¸a˜o e´ um elemento Constraint que representa
uma restric¸a˜o unita´ria. Cada elemento e seus atributos descritos no XML
acima sa˜o detalhados a seguir.
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20: <links>
21: <Link id="0" name="parede" parede="yes" />
22: <Link id="1" name="cartaz" />
23: </links>
Listagem 10: Descric¸a˜o dos elos no arquivo XML
Elemento Constraint: os atributos id e name sa˜o equivalentes aos mesmos
atributos do elemento Link explicado anteriormente. O atributo type
indica se a respectiva restric¸a˜o se refere a uma restric¸a˜o de translac¸a˜o
(translational) ou de rotac¸a˜o (rotational). O atributo var e´ a varia´vel
que corresponde a` magnitude de tal restric¸a˜o, sendo as varia´veis apre-
sentadas na Listagem 9.
Elemento components: o valor desse elemento corresponde a` heliforc¸a nor-
malizada;
Elemento linkfrom: o valor desse elemento corresponde ao ve´rtice de ori-
gem da aresta do grafo de acoplamentos GC. Os possı´veis valores sa˜o
apresentados na Listagem 10.
Elemento linkto: o valor desse elemento corresponde ao ve´rtice destino da
aresta do grafo de acoplamentos GC. Os possı´veis valores sa˜o apresen-
tados na Listagem 10.
24: <constraints>
25: <Constraint id="100" name="el100"
26: type="translational" var="Ax">




Listagem 11: Descric¸a˜o das restric¸o˜es no arquivo XML (Parte 1)
110
31: <Constraint id="101" name="el101"
32: type="translational" var="Ay">




37: <Constraint id="102" name="el102"
38: type="translational" var="Az">




43: <Constraint id="103" name="el103"
44: type="translational" var="Fbd">
45: <components>0.0 1.6 0.8




50: <Constraint id="104" name="el104"
51: type="translational" var="Fec">
52: <components>0.0 -0.5143 0.7714




57: <Constraint id="105" name="el105"
58: type="translational" var="P">
59: <components>0.0 0.0 -1.2





Listagem 12: Descric¸a˜o das restric¸o˜es no arquivo XML (Parte 2)
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A Listagem 13 apresenta a finalizac¸a˜o da definic¸a˜o da estrutura.
65:</KinematicChain>
Listagem 13: Finalizac¸a˜o do arquivo XML
Com esse arquivo completo e´ possı´vel obter os mesmos resultado
apresentados na Tabela 2 ao final da Sec¸a˜o 3.3.
